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U M A  I N T R O D U Ç Ã O  A. A N Á L I S E  E S P E C T R A L
DE SERIES T E M P O R A I S  E C O N O M I C A S

1 I N T R O D U Ç Ã O

Antonio Aguirrel

As analises de series temporais no domínio do tempo e no domínio da freqüên-
cia go dois enfoques alternativos —porém complementares—, que formam
parte da caixa de ferramentas analíticas da Econometria. Ambos os métodos
beneficiaram-se com desenvolvimentos ocorridos nos últimos 25 anos, mais
ou menos, que os colocaram ao alcance do pesquisador medic,. Em particu-
lar, o avanço da tecnologia de computação beneficiou ambos os métodos mall,
sobre tudo, h. análise espectral, cuja demanda computacional é formidivel.

Apesar disso, persistem alguns problemas que dificultam o crescimento
da utilização das técnicas de analise no domínio da freqüência, devido prin-
cipalmente it exigência de conhecimentos matemiticos que, usualmente, não
formam parte da bagagem dos cientistas sociais. Basta mencionar, como ex-
emplos, a necessidade de ter certa familiaridade com variáveis complexas, e
a de conhecer a técnica analítica das transformadas de Fourier.

O objetivo deste trabalho é apresentar uma Introdução ao tema das trans-
formadas de Fourier, mostrando como essa técnica é usada em Econometria
(análise de series temporais, teoria das probabilidades e teoria dos proces-
sos estocásticos). É desnecessEtrio acrescentar que tal apresentação será "nio
formal" e "não matemática", se é possível tratar desse terna sem se usar
essa linguagem. A  idéla é reduzir ao mínimo o uso de matemática, rele-
gando para um apêndice an noções bisicas indispensiveis, eliminando qual-
quer algebrismo e demonstrações. Com relação a esse último ponto, serio

1Profeasor do Departamenio de Créncias Econi5micas da FACE e pe3quiaador do
CEDEPLAR-UFMG,
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mencionadas as referencias bibliográficas onde o leitor interessado poderá en-
contrar um tratamento mais formal do terns,. Por ultimo, será apresentado
um exemplo concreto com a finalidade de mostrar uma aplicação simples
dessa tecnica.

A análise espectral nada mais é do que a soma da análise estatística
das séries temporais mais os métodos de análise de Fourier. P o r  isso, é
importante conhecer um pouco da história desse físico francês, tema que
tratamos brevemente na próxima seção.

2 S Í N T E S E  H ISTÓRICA DA EVOLUÇÃO
DA ANALISE  DE  FOURIER

A. idéia de user "somas trigonométricas" isto 6, somas de senos e cosmos har-
moni cam ente relacionados , para descrever  fen ômenos periódi cos , remonta- se

época dos Babilônios, que usaram métodos desse tipo para predizer aeon-
tecimentos astronômicos. a

A história moderna desse tema começa com &der, autor da fórmula

1
Y =  —  x2

1 1= sen x — — Ben 2 x —  Ben 3x —2 3

que nada mais é que a expansio de uma função de x numa série de senos.3

Na metade do século XVIII tinha surgido, como hipótese plausível no meio
científico, a possibilidade de se expandir uma função arbitrária de x como
urna série trigonométrica de senos e cosenos de múltiplos de xi no estudo do

2Ver (CARSLAW, 1930; e  O P P E N H E E M  et. aL, 1983).
alter Ap-endiee.
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problema físico relacionado com a vibração de cordas (de um instrumento
musical, por exemplo)

Assim como Lagrange, Euler descartou a possibilidade de se usar séries
trigonométricas no problema da vibração de cordas. Coube a Fourier o mérito
de aplicar ease método nix) apenas no caso de funções cuja existência já tinha
sido demonstrada mu, também, na representação de funge:,-; totalmente ar-
bitrárias. A  motivação física para o trabalho de Fourier foi o fenômeno da
propagação e difusão do calor. N o  seu trabalho ele tinha encontrado que
séries de Ben6idea harrncnicamente relacionadas eram úteis para representar
a distribugio da temperatura através de um corpo. Alérn disso, ele propôs
que "qualquer" função periódica poderia ser representada por tala series.
Mas ele também obteve uma representação para séries aperiódicas, nesse
caso Tao como somas de sen6ides harmonicamcmte relacionadas, mas como
integrals ponderadas de sencSidea que não são necessariamente harmonica-
mente relacionadas.

A distinção entre o caso da representação de uma série periódica, e
aquele de uma outra aperiódica, é importante, sendo que o segundo é o
caso mais geral que inclui o primeiro como situação particular.

Se a Berle que está sendo representada é perfeitamente periódica, sua
expansão é chamada Série de Fourier, e os respectivos coeficientes sio
os "Coeficientes de Fourier" ou "Constantes de Fourier°. Qualquer função
periódica pode ser representada ex atEunente por uma série infinita de termos
com aen6ides, sua série de Fourier. S e  a soma inclui apenas um número
finito de termos, a representação é aproximada e costuma-se charni-la análise
harmônica

Se a função for aperiódica, a mesma pode ser representada por urna
integral envolvendo Ben6idea, e essa expansão é denominada Transformada
de Fourier, ou Integral de Fourier. Feita essa distinção, pode-se usar a
denominação mais geral para referir-se aos dois casos.

A distinção entre funções de tempo contínuo e de tempo discreto permite
fazer o mesmo tipo de diferenciação nas transformadas. Portanto, existem
transformadas de Fourier de tempo contínuo e outras de tempo discreto.



Tal como se pode ver no Apêndice, o esforço computacional para obter
a transformada de Fourier de uma Berle com N observações é considerável.
Tal esforço aumenta de forma polinomial, isto 6, em proporção a N2.

Em 1965 foi desenvolvido um algoritmo para calcular eficientemente as
transformadas de Fourier. Com esse algoritmo, chamado FFT ("Past Fourier
raansioml"), o esforço computacional aumenta em proporção a N(log2N),
em vez de N2. Tal  procedimento foi devido a Cooley e Tuckey.4 O segundo
dos autores foi responsável pelo desenvolvimento das técnicas necessárias
para computar a transformada de Fourier, enquanto que Cooley, um novo
membro do centro de pesquisas da IBM em Yorktown Heights, USA, foi quem
elaborou o programa de computador. Agora sabe-se que Cooley recebera a
Incumbência de realizar essa tarefa porque, na época, era o único membro
do grupo que nix) tinha nenhuma outra coisa importante para fazer.

3 A  ANALISE  C O M  T R A N S F O R M A D A S

A análise com transformadas é usada para simplificar a solução de problemas.
Um exemplo fácil de se entender é o caso da transformação logarítmica, usual-
mente usado em Econometria para linearizar relações exponenciais, por ex-
empla Na hipotética situação de se ter que realizar a divisão de dois números
com precisão de muitos decimals, sem ter access° a uma calculadora ou com-
putador, o problema pode ser resolvi do medi ante "análise convencional", que
se resume ao laborioso processo de divisão manual, ou mediante a "análise
com transformadas" O  lihimo procedimento requer a consulta de urna tabela
especial para obter os logaritmos do dividendo e divisor, a  subtração dos
mesmos (operação multo mais simples que a  divisão), e a transformação
Inversa (antilogazitmo) desse resultado para se ter a solução do problema
original. Dessa forma, pode-se usar a técnica do logaritmo para transformar
a operação de divisão ern outra de subtração. A  transformada de Fourier é
uma técnica que simplifica a solução de problemas de uma maneira seme-
lhante. Assim, por exemplo, a convolugito de duas funções no domínio do
tempo transforma-se no produto das respectivas transformadas de Fourier,

4(COOLEY e TUCKEY, 1966).
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no domínio da freqüência)

A transformação logaritmica, considerada no exemplo anterior, é fácil de
se entender devido a sua unidimensionalidade• Com efeito, a função loga-
rítmica transforma um único valor de x  num único valor de log x. A
dificuldade para interpretar a transformada de Fourier deve-se ao fato de nit°
se tratar de uma função que map ei a pontos para pontos, mas de um funcional
que relaciona fung5es definidas de —oo a -Foo. Assim, diferentemente do
que acontece na função logarítmica, no caso do funcional transforma-se urna
função de uma variável definida de —co a -Foo em outra função, de outra
variável também definida de —oo a -Foo.6

A transformada de Fourier identifica as senóldes de diferentes freqüên-
clas (e sum respectivas amplitudes) que, somadas, formam uma curva pe-
riódica qualquer. O Gráfico 1 mostra um exemploT Nesse caso, três sencSides
combinam-se para formar a função original y(t).

Portanto, a essência da tranaformada de Fourier de urna fungi° cfclica é a
decomposição ou separação dessa função numa soma de senoides de diferentes
freqüências e, provavelmente, cam diferentes amplitudes. O Gráfico 2 ilustra
essa interpretação no caso de uma função cíclica que pode ser expressa como
a sorna de duas senóides. Se essas sen6ides, quando somadas, reproduzem a
função cíclica original, então temos a transformada de Fourier damencionada
função cíclica. A  representação grifica da transformada de Fourier da f u n *
cíclica é um diagrama que mostra a amplitude e a freqüência de cada uma
das senoldes identificadas.

No Grifico 2 (parte h) , a primeira senáide tern período T, que corresponde
a uma freqüência 1/ T, e amplitude 1.8 A segtmda sen6ide tern period° menor,

6A convolução de duas funções i  um import ante conceito da Fisica, usado em diversos
campos cientificos. Contudo, a integral que define mat ematicamente essa operação não
revela facilmente todas suas implicações. Uma interpretação gráfica da convolução pode
ser encontrada em (BRIGHAM, 1976).

'Talvez por isso a diferença na terminologia: "transformação" no caso da função e
"transformada" no caso do funcional.

7Ver (WONNACOTT e WONNACOTT, 1972),
8Ver Ap'indice.
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T/ 3 , e amplitude igual a 1/2. Seguindo a convenção usual, o mesmo gráfico
(parte c) mostra sen6ides com frequências positivas e negativas para cada
uma das frequências mencionadas, sendo que as amplitudes sio divididas
pela metade,

Em resumo, a transformada de Fourier mapeia a função cíclica repre-
sentada no domínio do tempo na parte (a) do Gráfico 2, na função deacon-
tfnua no domínio da freqüência mostrada na parte (c) da mesma figura.

Matematicamente, a relação que permite passar do domínio do tempo ao
domínio da freqüência denomina-se Equação de Análise, ou Integral de
Fourier, e escreve-se:

onde:

Nr_T•

X(f) = I  s ( t ) e ' l i t i t

A relação que permite percorrer o caminho inverso, ou seja, recalcular
a função cíclica no domínio do tempo a partir da função no domínio da
freqüência, denomina-se Equação de Sintese, ou Transformada Inversa,
e é a seguinte:

As relações 1 e 2, amenos de um fator de escala, formam o que usualmente
se denomina "um par de transformadas de Fourier" A  primeira delas mostra
que, para cada valor da variável uf ", o correspondente valor da função X ( f)
é calculado fazendo a "soma" ponderada dos diferentes pontos da função
cloaks- original, x(t), onde as ponderações sio exponencials complexas que
variam com "t " e com "f " • No caso da transformada de Fourier em tempo
discreto a integral é substituida por um somatório e, então, é mais

6

(1)

X(f)ei2"1icif ( 2 )



perceber a natureza dos cálculos envolvidos.9

Em estatística, a função característica de lima variável aleatória X é dada
pela transformada de Fourier da função de densidade de probabilidade p(x),
com o sinal invertido.lú Da mesma forma, o "power spectrum" ou espectro
de poder (lima ferramenta da análise espectral) de um processo estocistico é
dado pela transformada de Fourier da função de autocorrelaghx' ) do processo.
Esses sio dois exemplos de pares de transformadas de Fourier que surgem
nesta área. Os exemplos se multiplicam nas Areas de processamento de Binais,
ótica, Esica quintica, etc.

4 A  T R A N S F O R M A D A D E  F O U R I E R

Se a integral da equação 1 existe para cada valor do parâmetro " f  " , então
a mesma define X( f), a transformada de Fourier de x(i). Tipicamente,
x(t) é chamada função da variável tempo e X( f  ) função da variável freqüên-
cia. X ( f )  6, então, a representação de x(t) no dominio da freqüência
representação contem exatamernte a mesma Informação que aquela contida
na função original. Ambas funções diferem apenas na forma de apresentar
essa informação. A  análise de Fourier nos permite examinar ulna função de
um ponto de vista diferente: o  domínio da freqüência.

Em geral, a transformada de Fourier é uma quantidade complexa, ou seja,

-K(f) =  R(f)--1-i(f)1 x(f)le'ql)
9Ver Ap'endice.

lcVer (Hsu, 1970).
"No  item Transformada Discreta de Fourier, no Apindice, o  leitor encontrará urna

breve explicaciio de como se calcula o "espectro de poder" a partir da transformada de
Fourier.



onde:

n( f )  é a parte real da transformada de Fourier, X (f);

(.f) é a parte imaginiria da transformada de Fourier, X(f ) ;

I X (  f) I  é a  amplitude de )(V) ou o espectro de Fourier de x(i), e é dado

por 0 2 ( f )  +  c2(f);

0(f) é o ângulo de fase da transformada de Fourier, e é dada por

Pt(f)1
La7(f)i •

Para ilustrar os vários termos definidos, considere-se a seguinte fungio da
variável "in:

x(t)= f  0  e- '1 t  > O
o t  < 0

Substituindo x(i) na Integral de Fourier 1, e integrando, obtem-se sua
transformada:

2 f clfi  i  K
A V )  -  0 2  +  (2 x l  )2 

Para cada valor de " f  " temos um número complexo diferente.

Outra forma de escrever a mesma transformada é a seguinte:

/Y(f) =  a   e t t o l - 1 [ - M
Va2 ±(2xna

8
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onde:

parte real: R { X  (f )} -   -1-c(tr

parte imaginária: =

5 U M  E X E M P L O

-aft

9

modulo (ou amplitude) : I  X (f ) I 7 . 2  +flo 1)2 e

ingulo de fase: 0 (  )  = tan-1 [ -  41-]

O Crifico 3 mostra a representação dessas quatro relações como funções
da variável " f  " (freqüênci

Uma situação na qual se usa a anélise espectral é quando se trata de
ajustar um modelo estatístico aos dados de um processo qualquer. Como
cada tipo de modelo tem um espectro com características próprias, o primeiro
paso consiste em estimar a forma espectral dos dados para obtermos uma
indicação do tipo de modelo que melhor poderia ajustar os mesmos. Depols,
procuramos num 'dicionário" de modelos padrão para ver se encontramos
um com características espectrais semelhantes,

Outro uso da Transformada de Fourier é na procura das freqüênci as que com-
põem uma Berle que está misturada com ruídos no domínio do tempo. 12 O
"espectro de poder" , uma medida da van i ãnci a explicada pelas várias  freqüên-
ci as —e calculada a partir da Transformada de Fourier da série original—,
é Útil para detectar periodicidades que não são facilmente discerniveis ao
"olho nu" em função da superposigio de diversas freqüências e da presença
inevitável de variações aleatórias ou ruído.

12Essa é uma aplica9lio univariada. Um exemplo de anilise espectral multivariada pode
ser encontrada en (PASTORE, 1994).
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Considere-se, por exemplo, a serie dos pregos mensais do boi gordo no Es-
tado de Sio Paulo no período mar-go/54 - fevereiro/81 (Grifico 4), 13 Nesse
período de 27 anos os pregos nominais foram expressos nas virias unidades
monetárias existentes no Pals, e sofreram aumentos devido ao processo

ocorrido, Por esse motivo, os primeiros ajustes realizados na Berle
dizem respeito it. homogeneização das unidades e a deflação dos valores para
expresai-los em moeda de poder aquisitivo constante. Para esse Ultimo fim
usou-se o IGP (Indice Geral de Pregos) da Fundação Getülio Vargas.

Como a Berle é não-estacionária, foi ajustada uma tendência linear it,
mesma, calculando-se a seguir os resíduos com relação 6., reta de regressão.
Usando a série de resíduos foi calculado o "power spectrum" que está apre-
sentado no Gráfico 5, 14

O espectro de poder de uma série totalmente aleatória (ruído branco) é
teoricamente plana, ou seja, não mostra nenhuma estrutura espectral. Por
isso, ao analisarmos o espectro de uma Berle qualquer estamos interessados
em detectar e interpretar os picos que possam existdr, e as freqüênclas
quais estio associados. N o  Gráfico 5 o maior pico está vinculado com o
valor de freqüência f l  0 , 1 5 .  Dols valores relativamente altos a ambos
lados são harmônicos e sub-harmônicos do pico principal. Outro pico impor-
tante aparece associado com a freqüência unitária (12) , e também apresenta
harmônicos com freqiiências um pouco menores e maiores que a unidade.

A variável freqüência mostra o número de ciclos completados por unidade
de tempo. Apesar da freqüência de amostragem dos dados ser mensal, a es-
cala horizontal do Gráfico S foi construída de maneira tal que o valor unitário
está associado com um período de um ano.

O pico malor, correspondente à freqüência f l ,  está associado com um
período de 6,82 anos (82 meses). Isso significa que nos dados existe um ciclo
de baixa freqüência, que se repete a cada 6,82 anos, e que explica uma porção

laAs raz6es pelas quais consideramos esse período são simplesmente didáticas.
14Ao contrário da tramformada de Fourier, o espectro de poder é um vetor reaL Con-

seqüentemente, o espectro de poder perde a informação contida na fase. Recuperar esta
informação tem sido o ON etivo ao desenvolver e 119 ar o que se chama "Ingher-Order Spec-
tra". Ver (NIKEAS et. aL, 1993).
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importante da variancia total da serie. Assim, esse pico detecta o chamado
"ciclo do gado" ,tão conhecido na literatura especializada em pecuária.

O pico relativamente alto observado na freqüência 1 significa que um
outro ciclo também é importante na explicação da variância total da série.
Esse ciclo de maior freqüência —que se completa num período de um ano—
descreve as variações intra-anuais (variações sazonais) que correspondem ao
conhecido fenômeno da oscilação dos preços reads entre safra e entressafra.

Como todo processo dintunico não linear gera espectros de poder com
harmônicos e sub-harmônicos dos principals componentes de freqüênicia, os
picos menores existentes a ambos lados dos dois anteriormente comentados
six) considerados apenas como harmônicos ou sub-harmônicos dos ciclos prin-
cipais e não têm interpretação econômica. O  pico com freqüência igual a 2
6, sem dúvida, o harmônico de feqüência 2 f2. O  primeiro pico, esquerda
do principal., parece ser um sub-harmônico dele, já que está associado com
a freqüência igual a /1/ 4. As  freqüências dos cinco picos à. direita do prin-
cipal coincidem, com razoável aproxirnagito, com as seguintes combinações
lineares: 2 /2 -  12 f l  , 2 t2 -  11111... , 2 t2 -  8 fl respectivamente.

Finalmente cabe mencionar que, quando se calcula o espectro de poder
das diferenças de 12a. ordem dos resíduos, o  componente da freqüência
unitária desaparece totalmente, os picos identificados como harmônicos e
sub-harmônicos no parágrafo anterior se modificam, e apenas o componente
de baixa freqüência permanece inalterado. Toda esta evidência parece con-
firmar nossas Interpretações.

Dessa forma, a análise espectral revela a existência de dois ciclos: urn, de
curto período (12 meses), reflete as variações sazonals que afetam os pregos
da arroba de boi gordo dentro de cada ano; o outro, de longo período (82
mews), espelha as características próprias do processo produtivo da pecuiria
no mundo inteiro, que se traduzem no chamado "ciclo do gado"

15Ver. (DEAN et. a l ,  1958; IVER, 1971; JARVIS, 1974; F.J.P., 1979; da SILVA, 1984;
musr,LFIR, 1987; NERLOVE et. aL, 1988; e ROSEN et. aL, 1994).
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6 R E S U M O  E CONCLUSÕES

Nesse trabalho discute-se, de forma introdutória, a natureza da transformada
de Fourier. Menciona-se, também, o algoritmo denominado "Fast Fourier
11-ansform" que permite seu milculo. Esse algoritmo está disponível em virios
pacotes executáveis em microcomputadores 18 Dada urna série qualquer,
essas técnicas permitem o cilculo de um par de transformadas de Fourier,
a saber: o  espectro de poder e a função de autocorrelagio. Essa última é
conhecida na análise de series temporais no domínio do tempo.

A função de densidade espectral ou espectro de poder contem informações
sobre a série original obtidas focalizando de um ponto de vista diferente:
o domínio da freqüência. A  informação por ela proporcionada indica-nos
quais as freqüências que explicam as maiores proporções davarlincia total da
série.17 Dessa forma, essa técnica é Atli na identificação de ciclos escondidos
no melo des variações aleatórias ou ruído.

Como urn exemplo da aplicação dessas técnicas calcula-se o espectro de
poder dos resíduos da regressão de tendência linear da Berle dos pregos médios
mensals —em termos reads— do boi gordo no Estado de São Paulo no período
margo/54 - fevereiro/Si. Assim, mostra-se como a interpretação da análise
revela a existência de dois ciclos que sit° interpretados como as conhecidas
variações sazonais (safra e entressafra) e o "ciclo do gado" presentes na série
de pregos analisada.

1611m deles é o MATLABC), ou "Matrix Laboratory".
17Nesse trabalho não se disoute a determinação da significimcia estalisi lea de diferentes

faixas de fregilténoia.

12



CICLOS. O conceito de ciclo implica na repetição regular num lapso fixo
de tempo —chamado período—, da transição do pico ao vale, e de volta
ao pico. O  °rif ler) A l  apresenta uma fungi° cíclica, mostrando as três
características de urn ciclo: amplitude, faze, e período. Nesse exemplo o
período é de 6 unidades de tempo (dias, meses, etc.). A freqüência é defmida
como o número de ciclos completados numa unidade de tempo, ou seja, é a
inversa do período. Nesse caso, numa unidade de tempo transcorre apenas
1/6 de urn ciclo completo.

AMPLITUDE. A amplitude refere-se 6. magnitude da distincia vertical
entre pico e vale numa função cíclica.

EXPANSÃO EM SÉRIE. Uma expansão substitui urna função por um
somatório de termos que é equivalente quando o número de termos tende a
infinito. Por exemplo, se O < x < 1,

1f  (x) : =  —
1 + x

é uma expansão em aerie.

APÊNDICE

=  1  -  x  +  x9 -  x3 +  x4

FASE. No momento t = O urna função cíclica pode atingir um pico, um
vale, ou qualquer outro valor interrnedlirio, dependendo da "posiçie da
mesma com relação ao eixo do tempo. Essa idéia de "posição", ou etapa da
evolução de um ciclo periódico é chamada "fase". Duas funções cíclicas po-
dem ter a mesma amplitude e o mesmo período mas, se têm fases diferentes,
di z-se que uma está. defasada com relação 6. outra: existe um descompasso en-
tre elas. Um exemplo disso são as funções seno e coseno que, indistintamente,
'sio  chamadas "sen6ides".

FREQÜÊNCIA. A freqüência indica a velocidade com que um fenômeno
cíclico se repete. Assim, uma onda de alta freqüência passa do pico-ao vale-ao
pico num curto intervalo de tempo, ou curto período.

13
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PERÍODO, O período é o inverso da freqüência.

RELAÇÕES DE EULER. O seguinte par de identidades

onde R e a amplitude e 0 é a fase.

cos 9 + i sen 9

e-‘9 -_-- COSO – i sen O
nos permite traduzir qualquer fungi° exponencial imaginária em termos
de uma combinacio linear equivalente de sen6ides, e vice-versa (CHIANG
1982).

SEN6IDES. Essa expressio inclui as funções seno e coseno. A propriedade
bisica das sen6ides que as habilitam como funções adequadas para a análise
de series temporais é seu comportamento sob mudança na escala do tempo.

Uma sen6ide com freqüência cd (em radianos por unidade de tempo), ou
período 27r/w pode ser escrita como

f  (t) =  l i  cos(w t +  §6)

Se mudarmos a variável tempo mediante uma transformagio linear que
implique, além da mudança de escala, uma nova origem, tal como:

temos:

t –  a
u =  —

b

OU

t =  a -1-bu

g(u) =  f  (a+bu)
:-,.f  (  )  1R map 0 -I- bu, -I- (t) ,
,_ l i '  cos(o.lu +  e)
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onde:

R1 R
--= cab
= c d  a

Assim, a amplitude no  muda, a freqüência é multiplicada por b (a inversa
do fator de mudança na escala do tempo), e a fase é alterada numa magnitude
que envolve a mudança da origem e a freqüência da senálde.

TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER. Considere-se, como exemplo,
o seguinte vetor x(n) de comprimento N = 5:

Ell EMIo
1
2
3
4

5
4
3
2
1

A transformada discreta de Fourier do vetor x(n) é outro vetor ie obtido
com a seguinte fórmula.:

N - 1
fc(k) E  e"

n=0

k = 0 , 1 ,  N  — 1.

Os elementos do vetor k(k) são os seguintes:
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fC(0) = (5 +  4 +  3 +  2 +  1) = 15

i ( 1 ) .  [5 +4e- i i f f  + 3 e + 2 e - q f f  =  2,5 -  3,441i

1(2) = [5 +4e-4" .  +3e-4.ff + 2 e - q - f f + e - 4 1  =  2,5 -  0,8123i

i ( 3 ) .  [5 +4e-g f r  +3e-arlff + 2 e - 4 f f + e - 4 4 - ]  =  2,5 +0,8123i

= [5 +4e- ' f f f  +3e-ab"+2e-ai t ff  + e - 4 1  =  2,5+3,441i

Como Be pode ver, a transformada de Fourier de um vetor real produz
um vetor complexo. Para se obter o espectro de poder —que 6, novamente,
um vetor real—, multiplica-se cada elemento do vetor complexo pelo sea
conjugado.

Outra forma de se obter o espectro de poder de uma Bérie é aplicando a
transformaria de Fourier it. correspondente função de autocorrelagio. Como
o espectro de poder e a função d e  autocorrelagito' de urna série formam um
"par de Fourier" , o algoritmo da FFT ("Fast Fourier Transform") é eficiente
no cilculo de ambas.
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