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UMA INTRODUGAO A ANALISE ESPECTRAL
DE SERIES TEMPORAIS ECONOMICAS

Antonio Aguirre!

1 INTRODUCAO

As anélises de séries temporais no dominio do tempo e no dominio da freqlién-
cla sao dois enfoques alternativos —porém complementares—, que formam
parte ds. caixa de ferramentas analiticas da Econometria. Ambos o8 métodos
beneficiaram-se com desenvolvimentos ocorridos nos tltimos 25 anos, mais
ou menos, que o8 colocaram ao alcance do pesquisador médio. Em particu-
lar, o avango da tecnologia de computagio beneficiou ambos os métodos mas,
sobre tudo, 4 andlise espectral, cuja demanda computacional é formidével.

Apesar disso, persistem alguns problemas que dificultam o crescimento
da utilizacéo das técnicas de andlise no dominio da freqiiéncia, devido prin-
cipalmente & exigéncia de conhecimentos matemadticos que, usualmente, néo
formam parte da bagagem dos cientistas sociais. Basta mencionar, como ex-
emplos, a necessidade de ter certa familiaridade com varidveis complexas, e
a de conhecer a técnica analitica das transformadas de Fourier.

O objetivo deste trabalho é apresentar uma introdug¢ao a0 tema das trans-
formadas de Fourier, mostrando como easa técnica é usada em Econometria
(andlise de séries t;.empora.is, teoria das probabilidades e teoria dos proces-
sos estocdsticos). B desnecessario acrescentar que tal apresentagio serd “néo
formal” e "néo matemédtica”, se é possivel tratar desse tema sem se usar
essa linguagem. A idéia é reduszir ao minimo o uso de matemdtica, rele-
gando para um apéndice as nogoes basicas indispensiveis, eliminando qual-
quer algebrismo ¢ demonstragoes. Com relagao a esse lultimo ponto, seréo

YProfessor do Depariamenio de Ciéncias BEcondmicas da FACE e pesquisador do
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mencionadas as referéncias bibliograficas onde o leitor interessado podera en-
contrar um tratamento mais formal do tema. Por dltimo, serd apresentado
um exemplo concreto com a finalidade de mostrar uma aplicagdo simples
dessa técnica.

A andlise espectral nada mais é do que a soma da andlise estatistica
das séries temporais mais 08 métodos de andlise de Fourier. Por isso, é
importante conhecer um pouco da histéria desse fisico francés, tema que
tratamos brevemente na préxima segéo.

2 SINTESE HISTORICA DA EVOLUCAO
DA ANALISE DE FOURIER

A idéia de usar “somas trigonométricas” , isto é, somas de senos e cosenos har-
monicamente relacionados, para descrever fenémenos periddicos, remonta-se
4 época dos Babilonios, que usaram métodos desse tipo para predizer acon-
tecimentos astronémicos. ?

A histéria. moderna desse tema comega com Euler, autor da férmula

¥ =3

= gena — §sen2w+§sen3w—...

que nada mais é que a expansio de uma funcéo de z numa série de senos.®

Na metade do século XVIII tinha surgido, como hipétese plauaivel no meio
cientifico, a possibilidade de se expandir uma funcio arbitrdria de z como
uma, série trigonométrica de senos e cosenos de miltiplos de =, no estudo do

*Ver (CARSLAW, 1930; ¢ OPPENHEIM ei. al, 1983).
%V er Apendice,



problema fisico relacionado com a vibragio de cordas (de um instrumento
musical, por exemplo),

Assim como Lagrange, Euler descartou a possibilidade de se usar séries
trigonométricas no problema da vibragio de cordas. Coube a Fourier o mérito
de aplicar esse método néo apenas no caso de fungdes cuja existéncia ja tinha
sido demonstrads mas, também, na representagio de func¢des totalmente ar-
bitrdrias. A motivacéo fisica para o trabalho de Fourier foi o fenémeno da
propagacio e difusio do calor. No seu trabalho ele tinha encontrado que
séries de sendides harmonicamente relacionadas eram titeis para representar
a distribugio da temperatura através de um corpo. Além disso, ele propds
que “qualquer” funcdo periédica poderia ser representada por tais séries.
Mas ele também obteve uma representagio para séries aperiddicas, nesse
cas0 nio como somas de sendides harmonicamente relacionadas, mas como
integrais ponderadas de sendides que nio sio necessariamente harmonica-
mente relacionadas.

A distingio entre o caso da representacio de uma série periéddica, e
agquele de uma outra aperiédica, é importante, sendo que o segundo é o
caso mais geral que inclui o primeiro como situacao particular.

Se a série que estd sendo representada é perfeitamente periddica, sus
expansio é chamada Série de Fourier, e o8 respectivos coeficientes séo
os “Coeficientes de Fourier” ou "Constantes de Fourier”. Qualquer fungédo
periédica pode ser representada exatamente por uma série infinita de termos
com sendides, sua série de Fourier. Se a soma inclui apenas um nimero
finito de termos, a representacio é aproximada, e costuma.-se chams.-la andlise
harménica.

Se a fung¢do for aperiédica, a mesma pode ser representada por uma
integral envolvendo sendides, e essa expansio é denominada Transformada
de Fourier, ou Integral de Fourier. Feita essa distingdo, pode-se usar a
denominagfo mais geral para referir-se aos dois casos.

A distingfo entre fungdes de tempo continuo e de tempo discreto permite
fazer 0 mesmo tipo de diferenciacéo nas transformadas. Portanto, existem
transformadas de Fourier de tempo continuo e outras de tempo discreto.



Tal como se pode ver no Apéndice, o easfor¢co computacional para obter
a transformada de Fourier de uma série com N observacdes ¢ considerdvel.
Tal esforco aumenta. de forma polinomial, isto é, em proporgio a N2,

Em 1965 foi desenvolvido um algoritmo para calcular eficientemente as
transformadas de Fourier. Com esse algoritmo, chamado FFT (“Fast Fourier
Transform” ), o esforgo computacional aumenta em proporgéo a N(logy N),
em vez de N2, Tal procedimento foi devido a Cooley e Tuckey.* O segundo
dos autores foi responsivel pelo desenvolvimento das técnicas necessdrias
para computar a transformada de Fourier, enquanto que Cooley, um novo
membro do centro de pesquisas da. IBM em Yorktown Heights, USA, foi quem
elaborou o programa de computador. Agora sabe-se que Cooley recebers, a
incumbeéncia de realizar essa tarefa porque, na época, era o linico membro
do grupo que néo tinha nenhuma cutra coisa importante para fazer.

3 A ANALISE COM TRANSFORMADAS

A andlise com transformadas é usada para simplificar a solu¢io de problemas.
Um exemplo fécil de se entender é o caso da transformacéo logaritmica, usual-
mente usado em Econometria para linearizar relagdes exponenciais, por ex-
emplo. Na hipotética situagdo de se ter que realizar a divisio de dois mimeros
com precisi.o de muitos decimais, sem ter accesso a uma calculadora ou com-
putador, o problema pode ser resolvido mediante “andlise convencional”, que
se resume ao laborioso processo de divisio manual, ou mediante a “andlise
com transformadas”. O 1ltimo procedimento requer a consulta de uma tabela
especial para obter os logaritmos do dividendo e divisor, a subtracdo dos
mesmos (operagio muito mais simples que a divisio), e a transformagéio
inversa (antilogaritmo) desse resultado para se ter a solugdo do problema
original. Dessa forma, pode-se usar a técnica do logaritmo pars transformar
8 operagio de divisio em outra de subtragio. A transformada de Fourier ¢
uma, técnica que simplifica a solu¢io de problemas de uma maneira seme-
lhante. Assim, por exemplo, a convolugdo de duas fungdes no dominio do
tempo transforma-se no produto das respectivas transformadas de Fourier,

4(COOLEY e TUCKEY, 1965).



no dominio da freqiiéncia.®

A transformagio logaritmica, considerada no exemplo anterior, é ficil de
se entender devido a sua unidimensionalidade. Com efeito, a fungio loga-
ritmica transforma um tnico valor de 2 num tinico valor de log 2. A
dificuldade pars interpretar a transformada de Fourier deve-se ao fato de néo
gse tratar de uma fungio que mapeia pontos para pontos, mas de um funcional
que relaciona func¢des definidas de —oo a +oo. Assim, diferentemente do
que acontece na fungéo logaritmica, no caso do funcional transforma-se uma,
fun¢do de uma varidvel definida de —oo a 400 em outra fungio, de cutra
varigvel também definida de —oo 8 +00.%

A transformada de Fourier identifica as sendides de diferentes freqiién-
cias (e suas respectivas amplitudes) que, somadas, formam uma curva pe-
riddica qualquer. O Gréfico 1 mostra um exemplo.” Nesse caso, trés senéides
combinam-se para formar a fungéo criginal y(t).

Portanto, a esséncia da tranaformada de Fourier de uma fungéo ciclica é a
decomposigio ou separagio dessa fun¢io numa soma de sendides de diferentes
freqliéncias e, provavelmente, com diferentes amplitudes. O Gréfico 2 ilustra
essa interpretagio no caso de uma fungéo ciclica que pode ser expressa como
a soma de duas sendides. Se essas sendides, quando somadas, reproduzem a
funcgéo ciclica original, entdo temos a transformada de Fourier da mencionada
fungéo ciclica. A representacgio grifica da transformada de Fourier da fung¢éo
ciclica é um diagrama que mostra a amplitude e a freqliiéncia de cada uma
das sendides identificadas.

No Gréfico 2 (parte b), a primeira sendide tem periodo T, que corresponde
auma freqiiéncia 1/ T, e amplitude 1.% A segunda senéide tem perfodo menor,

8A convolugio de duas fungdes @ um imporianie conceilo da Fisica, usado em diversos
campos cienlificos. Conludo, a inlegral que define malemalicamenie essa operagho nio
revela facilmenie {odas suas implicagdes. Uma inlerpreiagio grifica da convolugio pode
ser enconirada em (BRIGHAM, 1976).

8Talves por isso a diferenga na jerminologia: “iramsformagio” no caso da fungho e
“ransformada” no caso do funcional

"Ver (WONNACOTT ¢ WONNACOTT, 1972).

8V er Apendice.



GRAFICO 1
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T/3 | e amplitude igual a 1/2. SBeguindo a convengédo usual, o mesmo gréfico
(parte ¢) mostra sendides com freqliéncias positivas e negativas para cada
uma das freqiiéncias mencionadas, sendo que as amplitudes sdo divididas
pela metade.

Em resumo, a transformads de Fourier mapeia a fungéo ciclica repre-
sentada no domfnio do tempo na parte (a) do Gréfico 2, na fungéo descon-
tinua no dominio da fregiiéncia mostrada na parte (¢) da mesma figura.

Matematicamente, a relagao que permite passar do dominio do tempo ao
dominio da freqiiéncia denomina-se Equagdo de Andlise, ou Integral de
Fourier, e eacreve-se:

X(f) = f+°° a(t)e= 2t gy (1)

onde:

'=\/:T.

A relagdo que permite percorrer o caminho inverso, ou seja, recalcular
a fungio ciclica no dominio do tempo a partir da fung¢éo no dominio da
freqiiéncia, denomina-se Equagao de Sfntese, ou Transformada Inversa,
e é a seguinte:

a(t) = /:’ X(f)e o (2)

As relagdes 1 e 2, a menos de um fator de escala, formam o que usualmente
se denomina “um par de transformadas de Fourier”. A primeira delas mostra
que, para cada valor da varidvel “f ", o correspondente valor da funcio X(f)
é calculado fazendo a "soma” ponderada dos diferentes pontos da funcéo
ciclica original, z(t), onde as ponderagdes sfio exponenciais complexas que
variam com “t" e com “f". No caso da tranasformada de Fourier em tempo
discreto a integral é substituida por um somatério e, entdo, é mais facil



perceber a natureza dos cdlculos envolvidos.’

Em estatistica, a fungio caracteristica de uma varidvel aleatéria X é dada
pela transformada de Fourier da fungio de densidade de probabilidade p(z),
com o sinal invertido.!’ Da mesms forma, o “power spectrum” ou espectro
de poder (uma. ferramenta da. andlise espectral) de um processo estocdstico é
dado pela transformada de Fourier da fung¢do de autocorrelacio do processo.
Fsses 8d0 dois exemplos de pares de transformadas de Fourier que surgem
nesta darea. Os exemplos se multiplicam nas dreas de processamento de sinais,
Stica, fisica quantica, ete.

4 A TRANSFORMADA DE FOURIER

Se a integral da equagédo 1 existe para cada valor do parametro “f ", entio
a mesma define X(f), a transformada de Fourier de z(t). Tipicamente,
z(t) é chamada fungéo da varidvel tempo e X(f) fun¢éo da varidvel freqlién-
cia. X(f) é, entéo, a representagéo de z(t) no dominio da freqiiéncia. Thl
representacio contem exatamente a mesma informagao que aquela contida
ns funcdo original. Ambas fun¢des diferem apenas na forma de apresentar
essa, informacio. A andlise de Fourier nos permite examinar uma funcio de
um ponto de vista diferente: o dominio da freqliéncia.

Em geral, a transformada de Fourier é uma quantidade complexa, ou seja,

X(f) = R()+i3()
= | X() |00

%Ver Apendice,

0ver (Hau, 1970).

11No ilem Tramsformada Disoreta de Fourier, no Apendice, o leilor enconirard uma
breve explicagio de como se calcula o “especiro de poder” a parilir da {ransformada de
Pourier.




onde:
R(f) é a parte real da transformada de Fourier, X (f);
I(f) é a parte imagindria da transformada de Fourier, X(f);

| X(f)| é aamplitude de X(f) ou o espectro de Fourier de 2(t), e é dado
por y/R3(f) + 93(f);

B(f) é o angulo de fase da transformada de Fourier, ¢ é dado por

tan™? [%} :

Pars, ilustrar os vdrios termos definidos, considere-se a seguinte fungéo da
variavel “t":

_f B 20
“(‘)‘{o t<0

Substituindo () na Integral de Fourier 1, e integrando, obtem-se sua
transformada;:

_af . 2xfP
T 2Tt 21/  aRt(2rf)

x(f) (3)

Para cada valor de *f” temos um nimero complexo diferente,
Outra forma de escrever a mesma, transformada é a seguinte:

\6 etan' 1 [— -2—:L]

= Tme



onde:

parte real:  R{X(f)} = srepbry

parte imagindria: S{X(f)} = Er;%{'rgfﬂ"

médulo (ou amplitude): | X(f) |= VE%W ,
éngulo de fase: 9(f) = tan™? [_z_zf_] :

O Gréfico 3 mostra a representacéo dessas quatro relagdes como fungoes
da varidvel *f” (freqiiéncia).

Uma situacio na qual se usa a andlise espectral é quando se trata de
ajustar um modelo estatistico aos dados de um processo qualquer. Como
cada tipo de modelo tem um espectro com caracteristicas préprias, o primeiro
paso consiste em estimar a forma espectral dos dados para obtermos uma
indicagio do tipo de modelo que melhor poderia ajustar 0s mesmos. Depois,
procuramos num “diciondric” de modelos padréo para ver se encontramos
um com caracteristicas espectrais semelhantes.

5 UM EXEMPLO

Qutro uso da Transformada de Fourier é na procura das freqliéncias que com-
pdem uma série que estd misturada com ruidos no domfnio do tempo. 2 O
“espectro de poder” , uma medida da varidncia explicada pelas vérias freqlién-
cias —e calculada a partir da Transformada de Fourier da série original—,
é \itil para detectar periodicidades que ndo sdo facilmente discerniveis ao
“olho nu” em fung¢éo da superposicio de diversas freqliiéncias e da presencga
inevitdvel de variagdes aleatérias ou ruido.

12B49a & uma aplicagio univariada. Um exemplo de analise especiral mullivarinda pode

ser enconirada en (PASTORE, 1994).



GRAFICO 3

Funcgoes da Variavel "f£"

A
I X ($) 1
=
.f.
&(+)
A
I(f) R(f)

"

OBS: Ver texto.

9a



Considere-se, por exemplo, a série dos pre¢os mensais do boi gordo no Es-
tado de S&o Paulo no perfodo margo/54 — fevereiro/81 (Gréfico 4). 13 Nesse
periodo de 27 anos os pregos nominais foram expressos nas varias unidades
monetirias existentes no Pais, e sofreram aumentos devido ao processo infla-
cionario ocorrido. Por esse motivo, o8 primeiros ajustes realizados na série
dizem respeito & homogeneizacio das unidades e a deflagio dos valores para
expressa-los em moeda de poder aquisitivo constante. Para esse iltimo fim
usou-se o IGP (fndice Geral de Pregos) da Fundagio Getilio Vargas.

Como a série é nac—estaciondria, foi ajustada uma tendéncia linear &
mesma, calculando-se a seguir os residuos com relagio a reta de regressio.
Usando a série de residuos foi calculado o "power spectrum” que estd apre-
sentado no Gréfico 5. 14

O espectro de poder de uma série totalmente aleatéria (ruido branco) é
teoricamente plana, ou seja, nio mostra nenhuma, estrutura espectral, Por
isso, a0 analisarmos o espectro de uma série qualquer estamos interessados
em detectar e interpretar os picos que possam existir, e as freqliéncias as
quais estio associadcs. No Gréfico 5 o maior pico estd vinculado com o
valor de frequéncia f; = 0,15. Dois valores relativamente altos a ambos
lados sdo harménicos e sub~harmonicos do pico principal. Qutro pico impor-
tante aparece associado com a freqiiéncia unitdria (f;), e também apresenta
harménicos com freqliéncias um pouco menores e maiores que a unidade.

A varidvel freqiiéncia mostra o mimero de ciclos completados por unidade
de tempo. Apesar da fregiiéncia de amostragem dos dados ser mensal, a es-
cala horizontal do Grifico 5 foi construida de maneira tal que o valor unitério
estd associado com um periodo de um ano.

O pico maior, correspondente & freqiiéncia f;, estd associado com um
perfodo de 6 82 anos (82 meses). Isso significa que nos dados existe um ciclo
de baixa freqiliéncia, que se repete a cada 6,82 anos, e que explica uma porgéo

1974 razdes pelas quais consideramos esse periodo sio simplesmenie didalicas.

47, conirario da iransformada de Fourier, o especiro de poder & um velor real Con-
seqieniemenie, o especiro de poder perde a informagio contida na fase Recuperar esla
informagao {em sido o objelivo ao desenvolver e usar o que se chama “Higher-Order Spec-
ira”, Ver (NIKIAS ei. al, 1993).

10




GRAFICO 4
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o GRAFICO 5. Esp. de poder dos resid. da tendéncia
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importante da varidncia total da série. Assim, esse pico detecta o chamado
“ciclo do gado” , tio conhecido na literatura especializada em pecudria. '°

O pico relativamente alto observado na freqiéncia 1 significa que um
outro ciclo também é importante na explicagio da varidncia total da série.
Elase ciclo de maior freqiiéncia —que se completa num periodo de um ano—,
descreve as variages intra-anuais (variagdes sazonais) que correspondem ao
conhecido fendmeno da. oscilacio dos pregos reais entre safra e entressafra.

Como todo processo dindmico néo linear gera espectros de poder com
harmoénicos e sub—~harmonicos dos principais componentes de freqliénicia, os
picos menores existentes a ambos lados dos dois anteriormente comentados
sdo conaiderados apenas como harménicos ou sub-harmonicos dos ciclos prin-
cipais e ndo té&m interpretagdo econdmica. O pico com freqiiéncia igual a 2
é, sem divida, o harménico de feqiiéncia 2 f3. O primeiro pico, & esquerda
do principal, parece ser um sub—harménico dele, jd que estd associado com
a freqliéncia igual a f1/4. As freqliéncias dos cinco picos & direita do prin-
cipal coincidem, com razosvel aproximagcdo, com as seguintes combinagdes
lineares: 2 f3 — 12 f1, 2 f3 — 11 f1,...,2 fa — 8 f;, reaspectivamente.

Finalmente cabe mencionar que, quando se calcula o espectro de poder
das diferencas de 12a. ordem dos res{duos, o componente da freqiiéncia
unitiria desaparece totalmente, os picos identificados como harménicos e
sub-harmonicos no pardgrafo anterior se modificam, ¢ apenas o componente
de baixa freqliéncia permanece inalterado. Toda esta evidéncia parece con-
firmar nossas interpretagdes.

Dessa forma, a andlise espectral revela a existéncia de dois ciclos; um, de
curto periodo (12 meses), reflete as variagdes sazonais que afetam os pregos
da arroba de boi gordo dentro de cada ano; o outro, de longo periodo (82
meses), espelha as caracteristicas préprias do processo produtivo da pecudria.
no mundo inteiro, que se traduzem no chamado “ciclo do gado”.

16yer. (DEAN elb. al, 1968; IVER, 1971; JARVIS, 1974; F.J.P., 1979; da SILVA, 1984;
MUELLER, 1987; NERLOVE ei. al, 1988; ¢ ROSEN ei. al, 1994).
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6 RESUMO E CONCLUSOES

Nesse trabalho discute-se, de forma introdutdria, a natureza da transformada
de Fourier. Menciona-se, também, o algoritmo denominado “Fast Fourier
Transform” que permite seu cdlculo. Ease algoritmo estd disponivel em vérios
pacotes executéveis em microcomputadores. 8 Dada uma série qualquer,
essas técnicas permitem o cdleculo de um par de transformadas de Fourier,
a saber: o espectro de poder e a funciao de autocorrelagio. Kssa 1iltimas é
conhecida na andlise de séries temporais no dominio do tempo.

A fun¢io de denaidade espectral ou espectro de poder contem informagGes
sobre a série original obtidas focalizando de um ponto de vista diferente:
o dominio da freqiiéncia. A informacio por ela proporcionada indica-nos
quais as freqiéncias que explicam a8 maiores proporgdes da varidncia total da
série.}” Dessa forma, essa técnica ¢ util na identificagiao de ciclos escondidos
no meio das variagdes aleatérias ou ruido.

Como um exemplo da aplicacio dessas técnicas calcula-se o espectro de
poder dos reasiduos da regresséio de tendéncia linear da série dos precos médios
mensais —em termos reais— do boi gordo no Eatado de 840 Paulo no periodo
margo/54 - fevereiro/81. Assim, mostra-se como a interpretagio da andlise
revela a existéncia de dois ciclos que sdo interpretados como as conhecidas
variagGes sazonais (safra e entressafra) e o “ciclo do gado” presentes na série
de pregos analisada.

6Um deles é o MATLAB(@, ou “Mairix Laboraiory”.

1"Nesse irabalho n#o se discule a delerminagio da significhncia estalisiica de diferentes
faixas de frequiencia.
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APENDICE

CICLOS. O conceito de ciclo implica na repeticiao regular num lapso fixo
de tempo —chamado periodo—, da transi¢io do pico ao vale, e de volta
ao pico. O Gréafico Al apresenta uma fungio ciclica, mostrando as trés
caracteristicas de um ciclo: amplitude, fase, e periodo. Nesse exemplo o
periodo ¢ de 6 unidades de tempo (dias, meses, ete.). A freqiéncia é definida
como o nimero de ciclos completados numa unidade de tempo, ou seja, é a
inversa do periodo. Nesse caso, numa unidade de tempo transcorre apenas
1/6 de um ciclo completo.

AMPLITUDE. A amplitude refere-se & magnitude da distdncia vertical
entre pico e vale numa funcéo ciclica.

EXPANSAQO EM SERIE. Uma expansio substitui uma funcio por um
somatdrio de termos que é equivalente quando o nimero de termos tende a
infinito. Por exemplo, se 0 < 2 < 1,

1
f(a:) - 142
4

= l-g+2*-a°+2% -

é uma expansio em série.

FASE. No momento ¢ = 0 uma func¢éo ciclica pode atingir um pico, um
vale, ou qualquer outro valor intermedidrio, dependendo da “posicdo” da
mesma com relacdo ao eixo do tempo. Essa idéia de “posigdo”, ou etapa da
evolugdo de um ciclo periédico é chamada “fase’. Duas fungdes ciclicas po-
dem ter a mesma amplitude e 0 meamo periodo mas, se tém fases diferentes,
diz-se que uma. estd defasada com relagio & outra: existe um descompasso en-
tre elas. Um exemplo disso 8do as func¢des seno e coseno que, indistintamente,
880 chamadas “sendides”.

FREQﬁﬁiNCIA. A freqiiéncia indica a velocidade com que um fenémeno
ciclico se repete. Assim, uma onda de alta freqiiéncia passa do pico-a0 vale-ao
pico num curto intervalo de tempo, ou curto periodo.
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PERIODO. O periodo ¢ o inverso da frequéncia.

RELAC@ES DE EULER. O seguinte par de identidades
e¥ = cosf + isenf

e %% = cosh — isend

nos permite traduzir qualquer fun¢do exponencial imaginiria em termos
de uma combinagdo linear equivalente de senéides, e vice-versa (CHIANG,
1982).

SENOIDES. Essa. expressao inclui as fung¢des seno e coseno. A propriedade
bdsica das sendides que as habilitam como fun¢des adequadas para a andlise
de séries temporais é seu comportamento sob mudan¢a na escala do tempo.

Uma senéide com freqiiéncia w (em radianos por unidade de tempo), ou
periodo 27 fw pode ser escrita como

f(t) = Rcos(wt + ¢)
onde R ¢ a amplitude e ¢ é a fase.

Se mudarmos & varidvel tempo mediante uma transformacio linear que
implique, além da mudancga de escala, uma nova origem, tal como:

Uy = b

ou

t=a-+0u
temos:

o) = flatbu)
R coslw(a + bu) + ¢]
R’ cos(w'u + ¢')
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) onde:

R =
“' W = wb
! = ¢ +wa.

Assim, a amplitude ndo muda, a freqliéncia é multiplicada por 6 (a inversa
do fator de mudanca na escala do tempo), € a fase é alterada numa magnitude
que envolve a mudanca da origem e a freqliéncia da sendide.

TRANSFORMADA DISCRETA DEFOURIER. Considere-se, como exemplo,
o seguinte vetor z(n) de comprimento N = 5:

B W~ O
~
n—wco.p.ox?

A transformada. discreta de Fourier do vetor #(n) & outro vetor X obtido
com a seguinte férmula.

N N-1 1e
X(k)z z elbw-ﬂ
n=0
k=0,1,... N -1

Os elementos do vetor X(k) sfio os seguintes:
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X(0)=(5+4+8+2+1)=15
X()=s +4e-‘%"+3e"%"+2e-*§"+e—‘%"] = 92,5 — 3,441
X@2) =[p +ae7t 437" o 4 F 7] = 2,5 - 0,81291
X(8) =[5 +de 8"+ 37 B 10T o) = 2,5 40,8198

@)= [5 +detr 3 ¥ 0B o) = 9,543,441

Como se pode ver, a transformada de Fourier de um vetor real produz
um vetor complexo. Para se obter o espectro de poder —que é, novamente,
um vetor real—, multiplica-se cada elemento do vetor complexo pelo seu

conjugado.

Qutra forma de se obter o espectro de poder de uma série é aplicando a
transformada de Fourier & correspondente func¢éo de autocorrelagdo. Como
o espectro de poder e a fungéo de autocorrelagio de uma série formam um
“par de Fourier” , o algoritmo da FFT (“Fast Fourier Transform”) ¢ eficiente
no calculo de ambas,

16
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