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RESUMO

Este livro ¢ composto de 10 capitulos que pretendem discutir de forma breve alguns dos
pontos que normalmente sdo lecionados em cursos de Matematica para Economistas. Os capitulos sdo:
1 - Algebra linear; 2 — Célculo diferencial de varias variaveis; 3 — Célculo Integral; 4 - Equagdes de
diferenca e equagdes diferenciais de 1* ordem; 5 — Sistemas de equacdes de diferenca; 6 — Sistemas de
equagdes diferenciais; 7 — Elementos de Andlise; 8 — Otimiza¢do ndo condicionada; 9 — Otimizagdo
condicionada; e 10 — Fungdes cOncavas e quase cdncavas. Assume-se que o leitor ja esteja
familiarizado com topicos basicos da 4lgebra matricial, normalmente lecionados no Ensino Médio, e
que também j4 tenha cursado uma disciplina introdutoria de célculo diferencial e integral. Além disso,

um conhecimento elementar da teoria microecondmica facilita o entendimento dos capitulos.

Palavras-chave: Matemaética para economistas.

ABSTRACT

This book is a set of ten chapters that briefly discuss topics normally presented in courses of
mathematics for economists. These chapters are: 1 — Linear algebra; 2 — Differential calculus of many
variables; 3 — Integral calculus; 4 - First order differential and difference equations; 5 — Systems of
first order difference equations; 6 — Systems of first order differential equations; 7 — Elements of
analysis; 8 — Unrestricted optimization; 9 — Restricted optimization; and 10 — Concave and quasi-
concave functions. Knowledge of high school linear algebra and a previous elementary course of
differential and integral calculus are required in order to better understand the concepts discussed in

the book. Besides, familiarity with some of the basics concepts of microeconomics also helps.
Key-words: Mathematics for economists.

JEL: C00

INTRODUCAO

Este livro contém 10 capitulos que pretendem discutir de forma bastante breve alguns dos pontos que
normalmente sdo lecionados em cursos de Matemadtica para Economistas tanto em nivel de graduagao
como de pos-graduacdo. Como os capitulos sdo bastante resumidos e,consequentemente, incompletos,
utilizou-se o termo em inglés Crash Course. O objetivo ¢ discutir cada um dos 10 pontos de forma
concisa e de modo mais abrangente possivel. Sdo eles: 1 — Algebra linear; 2 — Calculo diferencial de
varias variaveis; 3 — Calculo Integral; 4 - Equacdes de diferenca e equagdes diferenciais de 1* ordem; 5
— Sistemas de equagdes de diferenca; 6 — Sistemas de equagdes diferenciais; 7 — Elementos de Analise;
8 — Otimizacdo ndo condicionada; 9 — Otimizacdo condicionada; e 10 — Fungdes coOncavas e

quaseconcavas.
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Os capitulos dialogam entre si, sendo que os capitulos servem de base para os subsequentes e a
complexidade das discussdes aumenta paulatinamente. Todo o material apresentado aqui ¢
amplamente discutido de forma muito mais abrangente e cuidadosa em diferentes livros-texto. A
bibliografia utilizada na confec¢do desse texto inclui livros de Matemadtica para Economistas (Simon e
Blume, 1994; Chiang e Wainwright, 2006; Golgher e Vidal, 2008), de Célculo Diferencial e Integral
(Stewart, 2006a, b), de Analise Matematica (Lima, 1995 e 2004), de Teoria Microeconomica (Mas-
Colellet al, 1995; Kreps, 1990) e de sistemas dinamicos (Banks, 1994; Gandolfo, 1997).Muitos dos

problemas e demonstragdes aqui apresentadas também estdo presentes nesses livros-texto.



Crash Course em Matemdtica para Economistas 1: Algebra Linear —- CEDEPLAR/UFMG — TD 539(2016)

CAPITULO 1 - ALGEBRA LINEAR

A algebra linear ¢ amplamente utilizada em Economia em diversos problemas que aplicam matrizes e
vetores. Por exemplo, muitos dentre os modelos econdmicos mais estudados tém uma estrutura linear
e sdo escritos como sistemas de equagdes lineares. Mesmo quando a relacdo entre as variaveis
econdmicas € ndo linear, as equagdes podem ser aproximadas por um sistema linear fazendo uso do
calculo diferencial. A algebra linear fornece vérias técnicas para resolver sistemas lineares, sendo uma
poderosa ferramenta para o estudo de modelos econdmicos, como veremos em diferentes capitulos que

utilizam os conceitos discutidos nesse capitulo inicial.

Este capitulo pretende introduzir algumas das ferramentas da Algebra Linear em um texto sintético,
mas que objetiva ser abrangente, como todos os demais capitulos. Para tanto, o capitulo foi dividido
nos seguintes topicos: i) Sistema de equagdes lineares; ii) Posto de uma matriz; iii) Tipos especiais de
matrizes; iv) A matriz inversa e sistemas lineares; v) Determinantes; vi) Utilizagdo do determinante:
invertendo matrizes; vii) Utilizacdo do determinante: regra de Cramer; viii) Aplica¢cdes em economia:
a matriz de insumo/produto; ix) Autovalores e autovetores; ¢ x) Produto interno. Assume-se que o
leitor ja esteja familiarizado com tdpicos basicos da algebra matricial, normalmente lecionados no
Ensino Médio, como soma e subtragdo de matrizes, multiplicacio de matrizes por escalares,

multiplicacdo de matrizes e operacdes elementares com linhas e colunas de matrizes.

1. SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

Uma equagdo linear tem a seguinte forma geral a,x, +a,x, +...+a,x, = b, onde a; sdo pardmetros e
X; sdo variaveis.

Um sistema de equagdes lineares contém equacdes lineares e pode ser escrito de forma geral como:

a, X, +a,x, +..+a,,x, =b,

A, X, +ayX, +...+a,,x, =b,

a,x, +a,,x,+..+a, x =b

m

Sistemas de equacdes lineares podem ser expressos de forma eficaz em formato de matriz da seguinte

forma:

AX =b,em que:
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ay 4 ... 4y, X b,

dyp Gy o Gy, |, . . X0, I b,
A= ¢ a matriz dos coeficientes, X = é o vetor das varidveis e b =

aml amZ amn 'xn bn

¢ o vetor resposta.

Como forma de ilustragdo dos conceitos discutidos no capitulo apresentamos exemplos numéricos

com sistemas com duas equacgdes ¢ duas incognitas. Tome, por exemplo, o sistema de equacdes

lineares:
x+2y=1
3x-y=0

Esse sistema pode ser escrito em formato de matriz como:

1 2 X 1
A= , X = eb=
3 -1 y

Note que o sistema satisfaz a relagdo 4X =b.

Outra forma de representagdo de sistemas lineares ¢ por meio da matriz aumentada, 4. Essa matriz é

obtida acrescentando a matriz dos coeficientes, A, uma ultima coluna com os elementos do vetor

resposta, b:
a,  ap a, b
A= a4y a,, b,
aml amZ amn bm

No caso do exemplo acima, teriamos:

~ 112 1
A .
3 -1 0

Um sistema linear pode ser resolvido pela manipulag¢do das linhas de matrizes de diferentes maneiras.
Uma pratica bastante comum € escrever a matriz aumentada, A, no formato escalonado por linhas.
Segue a defini¢do de matriz escalonada por linhas.

Uma matriz escalonada por linhas é aquela em que cada linha tem mais zeros a esquerda do que a

anterior.
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Segue um exemplo para um sistema genérico de equagdes lineares com trés equacdes e trés incognitas,

que ¢ representado pela matriz aumentada a seguir:
ay Ay dy b,
ay  ay, ay by

Manipulando linhas, chega-se a matriz escalonada a seguir, onde a primeira linha foi mantida

inalterada:

a, a, a; b

A partir dessa matriz, obtém-se a solucao do sistema:

b
—l—alz(y)—an(z)
X ap p
X = = 4
Y Cy czz( )
} Py
L €33 i

Segue um exemplo numérico com o mesmo sistema ja descrito. Parte-se da matriz aumentada:
~ |1 2 1
3 -1 0

Em seguida, essa matriz é escalonada. Para tanto, a linha 1 ¢ mantida inalterada. Uma nova linha 2,

[, é obtida a partir da manipulagio das linhas 1, [, ,elinha2, [, [, =1, -3, :

N 1 2 1
Aescalonada = 0 _ 7 _ 3

. 3 . 1
Obtém-se, assim, os valores de y = 7 e, em seguida, o de x =—.
2. POSTO DE UMA MATRIZ
Um sistema de equagdes lineares pode ter ou ndo solugdo. Caso tenha, um sistema pode ter uma tnica

ou o solugdes. Como podemos determinar qual ¢ o caso de um sistema especifico? O critério

fundamental para responder isso ¢ o posto de uma matriz.
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Posto - O posto de uma matriz é o namero de linhas ndo nulas quando esta estd escrita na sua forma

escalonada por linhas. Uma linha ¢ nula se todos os seus elementos sdo zero.

Note que, se uma linha da matriz puder ser escrita como combinagdo linear das demais,

ln = all1 +61212 +...+anflln71, necessariamente quando as linhas da matriz forem manipuladas e a

matriz escalonada for obtida, uma das linhas serd nula. Diz-se que as linhas ndo sdo independentes.

Antes de discutirmos a aplicabilidade do posto de uma matriz como critério definidor do nimero de
solucdes, devem-se diferenciar os sistemas homogéneos dos ndo homogéneos. Os sistemas
homogéneos sdo aqueles em que todos os elementos do vetor resposta sdo nulos. Caso contrario, se

pelo menos um elemento desse vetor for diferente de zero, o sistema ¢ ndo homogéneo.

Os sistemas que tém maior aplicabilidade em economia s3o os que possuem 0 mesmo numero de
equagdes e incognitas. Ou seja, o numero de linhas ¢ igual ao de colunas na matriz dos coeficientes.

Por brevidade, trataremos apenas desse tipo de sistema.

Fato 1 - Um sistema tem solug¢do se o posto da matriz dos coeficientes for igual ao posto da matriz

aumentada.

Fato 2 — Para um sistema homogéneo, como a ultima coluna da matriz aumentada ¢ nula, o posto da
matriz dos coeficientes ¢ sempre igual ao posto da matriz aumentada. Isto ¢, esse tipo de sistema

sempre tem solucdo, que € a solugdo trivial.

Fato 3 — Se o posto da matriz for maximo, ou seja, se for igual ao nimero de linhas e colunas da
matriz dos coeficientes, o sistema tem uma unica solu¢do. Dizemos que a matriz ¢ ndo singular.
Nesse caso, as linhas (e colunas) ndo podem ser escritas como combinacdo linear das demais, isto &, as

linhas e, portanto, as equagdes do sistema, sdo independentes.

Fato 4 — Se o posto da matriz dos coeficientes ndo for maximo, existem duas possibilidades: o sistema
pode ter o solugdes, se o posto dessa matriz for igual ao da matriz aumentada; ou zero solugdes, caso

1SS0 ndo ocorra.

Seguem trés exemplos de sistemas com duas equagdes ¢ duas incdgnitas, todos eles ndo homogéneos,
que servirdo de ilustragdo para esses conceitos discutidos. O primeiro exemplo ¢ o apresentado na

secdo anterior:

x+2y=1
3x-y=0

Como vimos, a matriz aumentada desse sistema na forma escalonada é:

N 1 2 1
Aescalonada = O _7 _3 .

Portanto, o posto da matriz aumentada, isto ¢, o numero de linhas ndo nulas, ¢ igual ao posto da matriz

dos coeficientes, e ¢ maximo: P(zzl) =P(A4)=2.
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Pelo fato 1, o sistema tem solugdo e, pelo fato 3, ele tem uma unica solugdo, como ja foi obtido na

secdo anterior.

O segundo exemplo ¢ composto da primeira equagdo do sistema anterior e dessa mesma equagdo

multiplicada por dois:

x+2y=1
2x+4y=2

Ou seja, as linhas da matriz ndo sdo independentes. Esse sistema tem como matriz aumentada na

forma escalonada:

N 1 2 1
Aescalonada = O O 0 .

A segunda linha € toda nula, pois ¢ um multiplo da primeira. Portanto, o posto da matriz aumentada ¢

igual ao posto da matriz dos coeficientes, porém ndo ¢ maximo: P(A4) = P(A4)=1.

Pelo fato 1, o sistema tem solugdo e, pelo fato 4, ele tem infinitas solugdes. Na verdade, qualquer

relacdo entre x e y que satisfaz qualquer das equacgdes.

O ultimo exemplo com sistemas ndo homogéneos ¢ similar ao anterior com uma mudanga no vetor
resposta:

x+2y=1

2x+4y=1

Esse sistema tem como matriz aumentada na forma escalonada:

N 1 2 1
Aescalnnada = O O _1 .

A segunda linha ndo ¢ toda nula. O posto da matriz aumentada difere do posto da matriz dos

coeficientes: P(;l) =2+ P(A)=1. Pelo fato 1, o sistema ndo tem solugéo.

Uma vez apresentados os exemplos para sistemas ndo homogéneos, seguem dois exemplos com

sistemas homogéneos. O primeiro deles ¢ similar ao primeiro dos exemplos ndo homogéneos:

x+2y=0
3x-y=0

A matriz aumentada na forma escalonada ¢é:

10
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N 1 2 0
Aescalnnada = 0 _7 O :

Pelos fatos 2 e 3, o sistema tem uma unica solugdo, que ¢ a solugdo trivial: x =y =0.

O segundo exemplo de sistema homogéneo ¢ similar ao segundo (ou ao terceiro) dos exemplos ndo
homogéneos:

x+2y=0
2x+4y=0

O sistema ¢ representado na forma de matriz aumentada escalonada como:

N 1 2 0
Aescalonada = O 0 O .

Pelos fatos 2 e 4, o sistema tem infinitas solug¢des, além da solucdo trivial: quaisquer valores de x e de
y que satisfacam quaisquer das equacdes.

11
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3. TIPOS ESPECIAIS DE MATRIZES
Alguns tipos de matrizes aparecem com certa regularidade em problemas econdémicos ou servem de
base para o desenvolvimento de conceitos em algebra linear com aplicabilidade pratica. Alguns desses

sdo citados a seguir, sempre acompanhados de um exemplo 2 x 2.

Matriz quadrada — Uma matriz com o mesmo ntimero de linhas e colunas:

)

Matriz diagonal — Uma matriz quadrada com todos os elementos ndo diagonais iguais a zero:

1 0
B=
0 -1
Matriz identidade — Uma matriz identidade, escrita como I, ¢ uma matriz diagonal com todos os

elementos da diagonal principal iguais a 1:

atH

Note que Al = 1A = A:

1210_1012_12
3 -1)0 1] [0 13 -1] [3 -1
Matriz triangular — Matriz normalmente quadrada com todos os elementos acima ou abaixo da

diagonal principal iguais a zero.

o )

Matriz nula — Uma matriz com todos os elementos iguais a zero. Escreve-se A = 0.

0 0
0=
0 0
Matriz transposta — Uma matriz ¢ transposta de outra quando a linha dessa tltima se transforma na

. . T ’
coluna correspondente da primeira. Escreve-se a transposta de A como A" ou A’.

12
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T

1 2 1 3
A: c =
3 -1 2 -1

Matriz simétrica — Uma matriz A ¢é simétrica quando A = A"

1 2 1 2

T

AN
I
Il

4. A MATRIZ INVERSA E SISTEMAS LINEARES

O foco da discussdo desta se¢do sdo as matrizes quadradas. Essas representam sistema com o mesmo
numero de equagdes e de incognitas. Caso o posto da matriz seja madximo, como vimos, existe

somente uma solugdo. Seguem alguns pontos referentes a algebra matricial de matrizes quadradas.

Matriz inversa — Seja 4 uma matriz quadrada, se a inversa de 4, escrita como A'I, existe, entdo: A4
=A'4=1

A matriz inversa de A4 existird se o seu posto for madximo, ou seja, se a matriz for ndo singular.
Vimos que um sistema linear ndo homogéneo pode se escrito como 4X = b. Note que se a matriz

inversa existe, temos uma Unica solugdo para o sistema, como demonstrado a seguir:

AX=b
A'Ax=A4"b
IX=4"
X=4"p

Para sistemas homogéneos, também temos uma tnica solugio se A4~ existir:

AX =0

A7AX =0

IX=0

X =0, que ¢ a solucao trivial.

Esta se¢do apresentou o conceito de matriz inversa. Essa matriz apresenta grande aplicabilidade na

resolucdo de sistemas lineares, como mostrado nesta se¢do. As se¢des seguintes discutem como

determinas se essa matriz existe e, caso ela exista, como obté-la.

13
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5. DETERMINANTES

As matrizes quadradas ndo singulares representam sistemas nao homogéneos com uma tnica solucao e
tem grande aplicabilidade em problemas econdomicos. Como determinar de forma direta se uma matriz
tem inversa?

Para tanto, foi definido um nimero, conhecido como determinante, que quando diferente de zero,

indica que a matriz é ndosingular. Representamos o determinante da matriz 4 como det(4) ou |A|

Inicia-se a discussdo com matrizes 1 x 1. Uma matriz 4= (a ) tera inversa se existir uma matriz,

11
também 1 x 1, tal que A4 :I:(l). Ou seja, A :(l/a“). Essa matriz existira se q,, #0,

portanto, se define |A| =a,.

Para matrizes maiores, segue uma definicdo formal de determinante:

Determinante - (0] determinante de uma matriz A ¢ dado por

det(4)=a,C, +a,C,+..+a,C,

in’

onde i é uma linha (ou coluna) qualquer, a;sdo os elementos da
linha i e Cj; sdo os cofatores de i.

Cofator — O cofator C;¢ definido como Cy= (-1 )"“‘det(A,-j), onde 4;¢ uma submatriz de 4 obtida pela
eliminacdo da i-ésima linha e j-ésima coluna.

Segue um exemplo para uma matriz 2 x 2 genérica, seguido de um exemplo numérico. Dada uma

matriz genérica:

a, 4y

Escolhe-se qualquer uma das linhas, por exemplo, a primeira. Entdo, pela defini¢cdo de determinante:
2 3
det(A) =a,,C,, +a,,C,, =a,,(=1)"ay, +a,,(-1)"a,, = ay,a5, —ay,a,,.

Como exemplo numérico tome a matriz dos coeficientes do primeiro exemplo:
I 2
|A| = =DH(-)-2)3)=-7=0.
3 -1
Como o determinante dessa ultima matriz é diferente de zero, A" existe.
O mesmo raciocinio utilizado para calcular o determinante de uma matriz 2 x 2, a partir de

determinantes de matrizes 1 x 1,pode ser aplicado para matrizes maiores. Determinantes de matrizes 2

x 2 sdo utilizados para o célculo de determinantes de matrizes 3 x 3 e assim sucessivamente.

14
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6. UTILIZACAO DO DETERMINANTE: INVERTENDO MATRIZES

Esta secdo se baseia na discussdo anterior e apresenta uma metodologia de como inverter matrizes.
Como vimos, uma matriz tem inversa se seu determinante for diferente de zero. Por definigdo, o
determinante de uma matriz 4,,, pode ser obtido com qualquer uma das linhas da matriz original.

Assim, ele ¢ dado por qualquer das relagdes a seguir:

det(4) =aqa,,C,, +...+a,,C,,

det(4)=a,,C, +...+a,,C,,

det(4)=a,C, +...+a,C,

Ouseja, (1) a;,C, +...+a,C, =det(4) paratodo i=j.

Designa-se uma matriz B, ., cujas linhas sdo exatamente iguais as linhas da matriz A, com exce¢do de
uma delas, a linha particular j. Essa linha de B ¢ igual a outra qualquer da propria matriz. Assim, dado

que duas linhas da matriz B sdo iguais, as linhas ndo sdo independentes, o posto ndo ¢ maximo, e

det(B) = 0. Entdo, tomando essa mesma linha j como referéncia, temos:
det(B)=b,C; +..+b,C, =0.
Note que os elementos b ;itiveram como origem uma linha i qualquer da matriz 4, com i # j. Ou seja,

pode ser qualquer uma das linhas desde que essa seja diferente de j. Além disso, os cofatores Ci sdo

os mesmos nas duas matrizes, uma vez que elas diferem apenas na linha j. Assim, para todo i#j, com i
e j quaisquer, ficamos com (2) 4,C;, +...+4,C,; =0.

De posse de (1) e (2), podemos escrever a seguinte relacdo entre matrizes:

a, a, .. a,\C, C, .. C, det(4) 0 0
ay Ay . 4, |G, Cy o Ch |0 det(4) ... 0
a, a, a, \C,, C,, .. C, 0 0 ... det(A4)

Essa relagdo pode ser escrita como:

A _CT = Idet(A)
ATACT = A7 1 det(A)
CT = 47 det(4)

A7 = [dt;(A)JC T _ (ﬁd{—((j))J ,onde C" = Adj(A), essa Giltima denominada adjunta de 4.
C C

Essa expressdo ¢ utilizada na obten¢@o da matriz inversa.

15



Crash Course em Matemdtica para Economistas 1: Algebra Linear —- CEDEPLAR/UFMG — TD 539(2016)

Segue um exemplo para uma matriz 2 x 2 genérica:

a, a
A= [ o G j
ay Ay
Sabemos que det(4) =a,,a,, —a,,a,,.

Além disso, temos:

C:(CH Cn]:( a, _azlj
G, Cy —a;,, 4y

Assim, obtemos:

det(A4) Gy —Apdy \—dy 4y

1 2 1
Como exemplo numérico, tome sistema com 4 = [3 J, X = {x} b= { :|

Vimos que det(A4) =-7.

Assim, obtemos:

157
R S B R RN

Uma vez obtida a matriz inversa, A'], resolve-se facilmente um sistema de equacdes lineares ndo

homogéneo, AX = b, a partir da relagio X = A~'b:

G- 20e-6)

como ja sabiamos.
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7. UTILIZACAO DO DETERMINANTE: REGRA DE CRAMER

Outro método muito utilizado na resolucdo de sistemas lineares ¢ a regra de Cramer. Como vimos na

se¢do anterior, um sistema de equagdes lineares, cuja matriz dos coeficientes tem inversa, tem como

solugdo:
Ch Gy o Cuh Xy
X=Ap= 1 CTh = 1 C, Cp . C,|b _ X,
det( 4) det(A) )| o e ]
Cl n CZ n o Cnn bn xn

Assim, o termo Xx; do vetor das variaveis X pode ser obtido como:

b,

b bC, +..+bC
xj _ 1 ( L y an 2 — 1~1y n"nj )
det(A4) det(A4)

b

n

Tome a defini¢do de determinante de uma matriz qualquer, det(D)=d,,C, +d,C,, +...+d,C, . O

numerador da expressdo acima representa o determinante de uma matriz cujos elementos da linha (ou
coluna) escolhida sdo os mesmos que os elementos do vetor resposta. Além disso, os cofatores sdo

exatamente iguais ao da matriz dos coeficientes.

Assim, essa matriz cujo determinante ¢ calculado no numerador da expressdo anterior difere da matriz

A apenas na j-ésima coluna e cuja j-ésima coluna é o vetor resposta, b. Assim, utiliza-se a

nomenclatura B ;para essa matriz e obtemos a seguinte expressao:

det(B))
X =—.
7 det(A)

Novamente, segue um exemplo genérico e um numeérico para um sistema com duas equagdes e duas

incognitas. Dado o sistema,

pela regra de Cramer, temos:
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b, a,
_ b, a,
. e
det(A4)
a,; b
_ |4y b,
X, =,
det(A4)

Como exemplo numérico, utiliza-se 0 mesmo exemplo ja usado:

ofp el

Pela regra de Cramer:

1 2
0 -1 1
X=—=—
-7 7
1 1
_3 0_3
YT Ty

8. APLICACOES EM ECONOMIA: A MATRIZ DE INSUMO/PRODUTO

Como foi discutido na introducdo desse capitulo, a algebra linear pode ser aplicada em vérios
problemas econdmicos. Sera apresentada uma dessas aplicagdes, que € a matriz de insumo/produto, ou
sistema de Leontief aberto. Posteriormente, em capitulos subsequentes, serdo discutidas outras

aplicagdes.
Por simplicidade, discute-se o sistema de Leontief aberto para dois insumos/produtos. Para que haja
uma comparabilidade entre os produtos, as quantidades sdo expressas em unidades monetarias.

Existem dois produtos cujas quantidades totais produzidas sdo x, e x,. Parte da produgdo de cada um

desses produtos ¢ utilizada como insumo para a propria produgdo e também como insumo para a

produgdo do outro produto. Tem-se, portanto, a;j, a quantidade do bem i utilizada para se produzir uma

2
unidade de j, onde a;> 0 e Zaij <1, pois caso contrario o sistema ndo seria lucrativo. A parte ndo
Jj=1

consumida endogenamente como insumo para a produgcdo dos proprios bens ¢é consumida

exogenamente. A demanda exogena ¢é representada por C; e C,.
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O sistema abaixo representa essa aplicacdo. Por exemplo, a produgdo do primeiro produto serve como
insumo para a producdo propria, como insumo para a produgdo do segundo produto e para o consumo

exogeno. O mesmo vale para o produto 2:

X, =a,x, +a,x, +C,

X, =0, X, +ayx, +C,

Esse sistema pode ser escrito em formato de matriz como:

_ R 4 an _ o
X=4X+ C,onde X = , A= e C= .
Xy ay dy G,

A matriz A ¢é conhecida como matriz tecnologica e ¢ considerada fixa para um determinado periodo.

Rearranjando esse sistema com algebra matricial, temos:
(I1-4)X =C.

A solugdo ¢ obtida a partir da inversa de (1— A4):
X=@a-4)'c.

Segue um exemplo numérico com o seguinte sistema:

x=0,5x+0,2y+100
y=03x+0,4y+200

Note que todos os elementos sdo maiores ou iguais a zero € que a soma dos elementos em cada coluna

¢ menor que um.

Assim, temos:
0,5 0,2
A=
03 04
05 -0,2
I1—-A4=
-0,3 0,6
4 1 0,6 0,2
(-4 =|—
0,24 1 0,3 0,5
x| 1 0,6 0,2Y100 B 1 100 417
y B 0,24 0,3 0,5} 200 - 0,24 \130 - 542 )
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O total do produto x produzido ¢ de aproximadamente 417. Destes, (0,5)(417) = 208 sdo utilizados
como insumo para a produgdo do proprio bem. Outros (0,2)(542) = 108 sdo utilizados como insumo
para a producdo do bem y. O restante, 100, ¢ o consumo exogeno do bem 1. A analise ¢ semelhante

para o bem 2.

9. AUTOVALORES E AUTOVETORES

Autovalores e autovetores sdo ferramentas extremamente poderosas no estudo de modelos dindmicos,
como sera discutido nos capitulos cinco e seis, ¢ em problemas de otimizagdo, como na definicdo de
matrizes, como apresentado no oitavo capitulo. Neste primeiro capitulo sdo apresentados esses

conceitos e as aplicacdes desses sdo discutidas nesses capitulos subsequentes.
Segue a defini¢cdo de autovalor.

Autovalores — Seja 4 uma matriz quadrada. O autovalor de 4 ¢ um nimero, comumente representado
por A, que subtraido da diagonal principal zera o determinante. Ou seja: |A - A | =0.

Seguem trés exemplos para matrizes 2 x 2.

4 1
Exemplo 9.1 - 4=
-2 1

Entdo, utilizando a defini¢do de autovalor, temos:

4-2 1
|4— 21| = =
-2 1-2

S

Dai resulta que:

(4= 2)(1-2)+2=0

A —54+6=0
A =2
A, =3

Ou seja, foram obtidos dois autovalores reais distintos. Existem ainda duas outras possibilidades para

matrizes 2 x 2 que sdo duas raizes complexas ou uma raiz dupla real.

I 2
Exemplo 9.2 - B =
-2 1

Seguindo o0 mesmo procedimento, temos:
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-2 2
|B—Al|= =0
-2 1-2

Dai resulta que:

(1-D)(A-A)+4=21-24+5=0
A =1+2i
A, =1-2i

Nesse segundo exemplo foram obtidos dois autovalores complexos conjugados.

1 2
Exemplo 9.3 - C =
-2 5
Similarmente, temos:
1-4 2
[C—AI|= =0
-2 5-1
(1—&)(5—/1)+4:/12 —-61+9=0

A=A =3

Nesse ultimo exemplo foi obtido um autovalor real duplo.
Depois de apresentados esses trés exemplos numéricos. Discute-se o conceito de autovetor.

Como a matriz A - Al tem o determinante nulo, ela é singular. Monta-se um sistema homogéneo tendo

como matriz dos coeficientes essa matriz: (A - A)X = 0.

Na discussdo sobre posto de matriz, vimos que um sistema homogéneo sempre tem solugdo. Vimos
também que caso a matriz inversa exista, ou seja, se o determinante da matriz for diferente de zero, o

sistema tem uma unica solugdo, que ¢ a trivial, caso contrario, existem 00solu¢des. Aqui, como o
sistema ¢ formado com uma matriz de coeficientes singular, pois |A - A | = (), existem oo solugdes ndo
triviais.

Reescrevendo esse sistema, obtemos a relagdo com os autovetores:

AX =2AX, onde A ¢ a matriz original, A sdo os autovalores e X sdo os autovetores.

Para cada um dos autovalores, sdo infinitas as possibilidades de autovetores ndo triviais, todas

multiplas, e escolhe-se uma delas. Seguem os mesmos trés exemplos numéricos.

4 1
Exemplo 9.1 - 4= 5 1 com A4 =2¢e A, =3.
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Inicialmente, vejamos qual é o autovetor para o primeiro dos autovalores. Partindo da relagdo

AX = AX , temos:

(—42 3@ i 2@

Dai decorre que:

4x+y=2x,0queimplicaem y=-2x;e

—2x+ y =2y, 0 que também implica em y=-2x

Assim, escolhe-se como autovetor qualquer multiplo ndo nulo que respeite essa relagdo. Por exemplo:

a0

Seguindo esse mesmo procedimento para o segundo dos autovalores, temos:

(—42 D@ :3@'

4x+ y =3x, 0 que implicaem y =—x.

—2x+ y =3y, 0 que também implica em y =—ux.

Dai, temos:

ah

|
Exemplo 9.2 - B 2[

2
J com A =14+2ie A, =1-2i.

Para o primeiro autovetor, temos:

2 i)

x+2y=(1+2i)x, o que implicaem y=ix;e

—2x+y=(1+2i)y, o que também implica em y =ix.

Assim:
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V=,
I

Seguindo esse mesmo procedimento para o segundo dos autovalores, temos o complexo conjugado do

primeiro:

I 2
Exemplo 9.3 - C = 5 com 4 =4, =3.

Neste exemplo, temos apenas um autovetor:

1 2\«x X
-2 S)\y y

x+2y=3x,0queimplicaem y=x;e

M

—2x+5y =3y, 0 que também implica em y = x.

Como unico autovetor, temos:

=1

Os autovalores e autovetores apresentam inumeras aplicacdes em Economia. Esses mesmos exemplos

numeéricos serdo utilizados no estudo sobre sistemas de equacdes de diferenga no quinto capitulo.

Dois outros conceitos associados aos autovalores, que também sdo utilizados em estudos sobre
sistemas dindmicos, sdo o traco e o determinante de matrizes, como sera discutido no sexto capitulo
com os sistemas de equacdes diferenciais. Segue a relagdo entre autovalores e trago e determinante de

matrizes.

Traco — O trago de uma matriz 4, representado como #r(4), € a soma dos elementos da diagonal
principal. O trago pode também ser calculado como a soma dos autovalores. Assim, temos: tr(A) = a;

+ay .. tax= 7\.1"’ 7\.2 + ..+ 7\.1(

O determinante de uma matriz pode também ser calculado a partir do produto dos autovalores: det(A)
= 7\.17\.2 7\-k

Segue uma demonstracdo para ambas as relagdes para matrizes 2 x 2:
a b

A= com autovalores A; € A,.
c
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a—A
c d—A1

Pela defini¢ao de autovalor, temos:

‘ =0, o que implica em:
2 —(a+d)A+(ad —bc) =0.

Dado que A e A, sd0 os autovalores da matriz, temos:

(A=A) A=) =2 = (4 + A+ A4, =0.

Comparando as duas expressdes, obtemos:

tr(A)=a+d=A;+2Az e
det(A) = (ad — bc) = LA,

Como exemplo numérico, utilizam-se as trés matrizes descritas anteriormente.

4 1
Para A=| ljcom/L:Zeﬂz:?):tr(A):5e|A|:6.
12
Para B = 5 J comﬂl:1+2ieﬂz:1—2i:tr(B):2e|B|=5.

1 2
Para C = 5 Sjcom/L:ﬂz:&tr(C)=6e|C|=9.

10. PRODUTO INTERNO

O produto interno entre dois vetores ¢ um conceito utilizado no célculo de varias variaveis, em
particular no gradiente de fungdes, e também esta presente em problemas de otimizacdo com restrigdes
de desigualdade, como veremos no segundo e nono capitulos.

Produto interno — Dados dois vetores no ‘R", U = (u,,u,,..u,)e V =(v,,v,,...v,),0 produto interno
(ou produto escalar) de U e V, escrito como UelV,é& um nimero dado por
UeV =uy +u,v, +...+uyv,.

A norma, tamanho ou comprimento de um vetor podem ser obtidos através desse produto:

[U|* =U e U ou |U|=+UsU.

O angulo 6 entre dois vetores U e V' de norma positiva também pode ser obtido a partir desse produto:
Uel

cosf=——.
|7
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Por exemplo, tome dois vetores no R*, U = (1,1)e V =(=1,2).

O produto escalar entre eles é:
UeV =D(DH+D(2)=1.

Os tamanhos desses vetores sdo respectivamente:

[U] = J@h e =v2
V] =J(12)e(-1,2) =5

O cosseno do angulo entre eles é:

UeV _ 1
[l v2+s

cosf = ~ (0,32

~
2,52
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CAPITULO 2 - FUNCOES DE VARIAS VARIAVEIS

As fungdes de varias variaveis permeiam a analise econémica como em fungdes de produgdo, fungdes
de custo, fungdes utilidade, etc. Essas fungdes sdo estudadas pelo célculo de varias variaveis. Neste
capitulo sdo discutidos pontos do célculo de varias varidveis que, além de apresentarem inimeras
aplicacdes em economia, servem de base para varios outros conceitos, inclusive em tdpicos
normalmente abordados no calculo de uma varidavel, como otimizacdo e¢ o estudo de concavidade e
fungdes.

Os temas abordados aqui sdo: i) Fungdes de varias varidveis; ii) Calculo de varias variaveis; iii)
Derivadas de ordem superior e a matriz Hessiana; iv) Regra da cadeia; v) Derivadas direcionais e
gradiente; vi) Fungdes e derivagdo implicita; vii) Curvas de nivel e tangentes; e viii) Polindmios de
Taylor. Assume-se que o leitor tenha conhecimento sobre conceitos basicos da algebra linear, como
discutido no primeiro capitulo, e também sobre o célculo de uma variavel, como normalmente
apresentado em cursos introdutorios em nivel universitario. Além disso, assume-se que o leitor
também tenha nog¢des de microeconomia, no formato discutido em cursos introdutérios em nivel

universitario.

1. FUNCOES DE VARIAS VARIAVEIS

As funcdes de uma e de varias variaveis apresentam grande aplicabilidade em modelos econémicos.
Este capitulo discute as funcdes e o célculo de varias varidveis. Assume-se que o leitor ja esteja
familiarizado com alguns conceitos usualmente abordados em cursos introdutdrios em nivel
universitario, como o conceito de funcdo e como o calculo de uma variavel. Portanto, topicos

normalmente abordados em cursos introdutdrios do calculo diferencial ndo sdo discutidos aqui.

Inicia-se a apresentacdo com funcdes de varias variaveis. Seguem alguns exemplos dessas fungdes que

sdo usualmente aplicadas em teoria microecondmica.

Uma fungdo utilidade, U = U(x,, X,,.., X, ), designa um valor real de utilidade a partir do consumo de
n bens. Note que a fungdo ¢ definida como f : X — Y, em que o dominio é definido a partir dos n
bens em um espago X < R” e o contradominio ¢é definido em Y — ‘R.

Como exemplo numérico, assuma que sdo dois bens, picanha (x) e cerveja (y), € que a fun¢do utilidade
seja dada por U(x, ) =x’ y. O individuo pode consumir diferentes quantidades de cada bem, por
exemplo, os pares (1, 0), (1, 1) e (2, 3), com as respectivas utilidades de U(1,0)=0,U(1,])=1e
U23)=12.

Uma fun¢do de produgdo, Q=(Q(x,,x,,..,X, ), designa um valor real de produgdo a partir da

utiliza¢do de n insumos. A fungdo Q: X — Y também ¢ definida com X —c R" e ¥ < R.
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Como exemplo, assuma que uma funcdo de produgdo tenhatrés insumos, trabalho (L), capital (K) e
tecnologia (A), em que foram dadas as nomenclaturas usuais, € que tem o seguinte formato:
O=0(L,K,A)=LK*A’. A firma pode utilizar diferentes quantidades de cada insumo, por

exemplo, os valores (10, 10, 10) e (10, 5, 20), com as respectivas producdes de
0(10,10,10) =1000000e ©(10,5,20) =2000000.

Note que o dominio e o contradominio nos dois exemplos numéricos descritos foram respectivamente,

U:R>* >N e O: R’ — R.Esses podem ter dimensdes diversas, por exemplo, f:R> —>R’,
R SR, RSN, ete.

2. CALCULO DE VARIAS VARIAVEIS

Um objetivo central da andlise econdomica é entender como que varidveis diversas afetam outras
variaveis. Uma ferramenta essencial na obtencdo desse entendimento ¢ o calculo de vérias variaveis,
que, como veremos, apresenta muitas semelhancas com o calculo de uma variavel. Os diagramas 1 e 2
comparam as duas abordagens, o primeiro com uma fun¢do de uma varidvel e o segundocom uma

fung¢do de varias variaveis.
DIAGRAMA 1
A derivada em fungdes de uma variavel

f(x)

f'(x)

Para fungdes de uma variavel, f(x),a derivada, com a inclinagdo da reta tangente a curva, tem as

seguintes nomenclaturas e defini¢des:
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Y _ o) i LA

Para fungdes de varias variaveis, F(x,,X,,...X, ),0 raciocinio ¢ analogo. O diagrama 2 mostra uma

fungdo de duas variaveis, F'(x, y). Note que se calcula as inclinagdes das retas tangentes a superficie

na dire¢do do eixo x e na direcdo do eixo y. Como existe mais de uma possibilidade de derivada, diz-

se que a derivada ¢é parcial.

DIAGRAMA 2
As derivadas parciais em fungées de duas variaveis

F(x.y)

Fx

af

No célculo de uma variavel, utilizam-se os simbolos ——ou f”(x) para expressar a derivada. No
dx
exemplo descrito no diagrama 2 para o calculo de varias variaveis, com a fungdo F'(x,y),usa-se os

oF : . . -
simbolos a—ou F_ para designar a derivada parcial de F' com relagdo a x e, similarmente, os
X

simbolos —ou Fy para designar a derivada parcial de ' com relagdo a y. Note que o simbolo 0 das
oy

derivadas parciais difere do simbolo d das derivadas de uma variavel. Tampouco se representa a

derivada parcial como uma linha, uma vez que se deve designar com relacdo a qual variavel que a

derivada parcial esta sendo feita.

Assim, similarmente a definicdo de derivadas de fung¢des de uma varidvel, temos as seguintes

expressoes para as derivadas parciais:
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a_F:Fx - lim F(x+Ax7y)_F(xay);
a_x Ax—0 Ax
QE:ﬂ:hmF&J+M%WUJ)

ay Ay—0 Ay

E importante ressaltar que quando a derivada parcial é com relagdo a x, o valor de y ¢ constante e vice-

versa.

Para uma fungdo genérica F'(x,,X,,...x,),a defini¢do de derivada parcial é similar. Para cada variavel

X;, temos:
a_F:va ~ lim F(xl,..,xi+Axl.,...xx)—F(xl,..,xi,...xx).
ox. T AG—0 Ax.

i i
As condigdes necessarias para a existéncia das derivadas parciais sdo similares as condi¢des para a
existéncia da derivada de fungdes de uma varidvel. Seguem alguns exemplos. Inicialmente, deve-se ter
em mente que as regras de derivacdo sdo as mesmas do célculo de uma varidvel, levando em conta que
quando a derivada € obtida com relagdo a uma varidvel especifica, todas as demais sdo constantes.
Exemplo 1 - Obtenha as derivadas parciais da fungdo F(x.y)=x"+5x+xy+)’ +4.

Temos:

F =2x+5+y

Note que quando a derivada parcial ¢ feita com relagdo ax, y € constante. Portanto, y3 ¢ constante ¢ a
derivada do termo & zero.

A derivada parcial com relacdo ay é:
_ 2
F,=x+3y
Exemplo 2 - Obtenha as derivadas parciais da fungdo produgio dada por Q(L,K)=L"*K*"*.

As derivadas parciais de O com relagdo a L e com relagdo a K podem ser representadas

. oQ o0
respectivamente por: ou () ;e ou .
p p oL O, oK Ok

Vejamos:

3/4

1 1(K

:_L—3/4K3/4:_ o

0, 4 4\ L
/4

3 g 3(LY

Sy ) QA

O 4 4\ K

As derivadas parciais tém uma ampla gama de aplicacdes em Economia. Por exemplo, essas duas
ultimas derivadas sdo respectivamente as produtividades marginais do trabalho e do capital.

Como exemplo numérico, determinam-se as produtividades marginais no ponto (16, 1).

Y™ 11y 1
QL“’”—Z(EJ —z(gj—a

316" 3 3
Qk(lé,l)—Z(Tj —1(2)—5-
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Como veremos no oitavo e no nono capitulos, que, respectivamente, discutem problemas de
otimizacdo ndo condicionada e problemas de otimizagdo condicionada, as derivadas parciais de
primeira ordem sdo muito utilizadas na obtengdo dos pontos 6timos. As derivadas parciais de ordem

superior também tém grande aplicabilidade e esse ¢ o tema da proxima secdo.

3. DERIVADAS PARCIAIS DE ORDEM SUPERIOR E A MATRIZ HESSIANA

A se¢do anterior apresentou as derivadas parciais. Assim como no célculo de uma variavel, fun¢des de
vérias variaveis também podem ter derivadas mais de uma vez, sendo obtidas as derivadas parciais de

ordem superior.

Por exemplo, tome uma fungdo polinomial de uma variavel, f(x)=4x>+5x+6. Pode-se derivar

essa fungdo diversas vezes, uma vez que as derivadas existam:

£(x)=8x+5
Sx)=8
S @ =0

As fungdes de varias varidveis também podem ser derivadas diversas vezes, caso essas derivadas

existam. Tome como exemplo uma funcdo  polinomial de duas  varidveis,

F(x.y)= x> +5x +xy+ y3 +4, que, como vimos, tem as seguintes derivadas de primeira ordem:

a—F:Fx =2x+5+y
ox

oF

—=F, =x+3y°

oy

Assim, uma vez obtidasas derivadas parciais de primeira ordem, podem-se obter as derivadas parciais

de segunda ordem. Porém, note que existem quatro possibilidades para o exemplo acima.

Pode-se derivar a derivada parcial com relacdo ax, a—,uma segunda vez com relacdo a x,

X
o(oF)_ 0°F . o(0F\ O°F
—| = == =F_,oucomrelagioay, —| — |= =FW.
Ox\ Ox ox oy\ Ox ) 0Oyox
, . . o - O°F
O mesmo se aplica para a derivada parcial de primeira ordem com relacdo ay: 8y2 =FWe
0°F
F

oy

Nesse exemplo, temos:
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pee = 2
F, =
Bby =1
F, =6y
: . . . O°F_0F -
Note que as derivadas cruzadas sdo iguais, = .Esse fato ndo ¢ uma coincidéncia. Isso
Ox0y  Oyox

ocorrera sempre que as derivadas de segunda ordem existirem e forem continuas, como na grande
maioria das fung¢des utilizada em problemas econémicos.
Uma boa forma de organizar essa informacdo com as derivadas de segunda ordem ¢ a partir da matriz

Hessiana. Para uma fun¢@o com duas variaveis como esse exemplo, ela tem o seguinte formato:

0’°F O°F
ax? oxoy | (2 1
O°F 0O'F 1 6y)
oyox oy’

Hessiana =

Essa matriz ¢ amplamente utilizada no estudo de concavidade de fun¢des de vérias varidveis, como
veremos no oitavo capitulo. Em geral, a matriz é simétrica, pois as derivadas cruzadas sdo iguais. Essa

matriz para uma funcdo de n varidveis tem o seguinte formato:

oO°F o0’F
o’ oxox,

Hessiana =
o’F o0’F

o dx,  ox

Segue um exemplo com a fung¢do de produgdo descrita na primeira secdo do capitulo:

O0=0(L,K,A)=LK* 4.

Como derivadas parciais de primeira ordem, temos:

0, = KA
Q, =2LKA’
Q,=3LK’A’

A partir dessas, obtém-se a matriz Hessiana da fungao:
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0’0 0'F O°F
asz OLOK  0LoA 0 2KA®  3K*A>
Hessiana=| - az«;’ OF _| oka® 204’ 6LKA® |
OKOL 0K* 0KoA S , )

O0AOL 0A0K  04°

4. REGRA DA CADEIA

Esta secdo discute a regra da cadeia para func¢des de varias variaveis. No célculo de uma variavel, dada

a fungio composta g(¢) = f[x(¢)], obtemos a regra da cadeia em um ponto especifico, ,,a partir da

a1 &
dx (x(7)) i ()

Estende-se esse raciocinio para as funcdes de varias variaveis. Inicialmente, define-se o que ¢ uma

. d;
seguinte relacao: 7g(t0) =
t

curva e uma curva regular.

Curva — Uma curva no R" é representada por X (¢)=(x,(?),x,(?),...,x,()), em que variando o
pardmetro ¢ € R, obtém-se em cada uma das fungdes x,(¢) um valor em R .

Por exemplo, uma curva no R° ¢ uma fungio definida como f:R — R*,por exemplo,
X()=(x(t),y(t))= (¢t +1,¢*).Variando t€R,, temos valores de x(r) € R e de y(¢) e R, e esses

formam uma curva no plano, X () € R>..

Curva regular — Uma curva no R" ¢é regular se, e somente se, todo x;’(#) for continuo em t e

(x,"@®),x,"(@),.... x, (@)) # (0,0,..,0) para todo t.

No exemplo acima, a curva é regular, pois x(¢) e y(#) sdo continuas e quando o primeiro for zero, o

segundo nao ¢ nulo.

De posse dessas definigdes, segue a apresentagdo da regra da cadeia para fun¢des de duas variaveis,

sendo que a extensdo para o caso com n variaveis € direto. O diagrama 3 mostra essa funcao.
Seja (x(¢),y(t))uma curva regular com a <t < b. O objetivo ¢ determinar como que uma fungéo no

R, f(x(1),y(1)), se comporta no decorrer da curva. Como a fungdo é parametrizada em ¢, temos:

g(t) = f(x(®), y(1))-
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DIAGRAMA 3
Regra da cadeia

f(x.y)

y(t)

x(t)

No calculo de varias variaveis o procedimento ¢ similar ao que ¢ feito no calculo de uma varidvel.

Necessita-se de mais uma definicdo. Uma funcdo cujas derivadas de primeira ordem sdo continuas ¢

. 1
denominada C.

Seja (x(¢), y(t))uma curvaC'no intervalo em torno de f,. Seja F(x(t),y(f))uma fungio C'no

intervalo em torno de (x(t,),(t,)). Entdo, g(¢)=F(x(¢),y(f)) também é uma fungio C' em .

Além disso, temos:
ag . \_oF e, oF @
dr (t) = o (x(2y),¥(¢,)) dr (t)+ o (x(2y),¥(2,)) dr (%)-

Ou seja, uma extensdo do que ¢ utilizado no calculo de uma variavel. Segue um exemplo numérico

com a fungdo de duas varidveis ja utilizadas, F(x.y)=x"+5x+xy+)’ +4,com as seguintes

oF oF
derivadas parciais de primeira ordem: —=2x+5+y e —=x+3y>. Assuma que
X

X()=(x(t),y(t))= (¢t +1,¢*),como no exemplo anterior.

A regra da cadeia toma o seguinte formato:

d
7f’(zo)z(zx+5+y)

(x(19),y(1)) (1)|t0 + (X + 3y2 )‘ (2t)|

ly

(x(1), (1))

Para f, =1, temos:

33



Crash Course em Matemdtica para Economistas 1: Algebra Linear —- CEDEPLAR/UFMG — TD 539(2016)

%(l) = (4+5+1)(1)+(2+3)(2) = 20.

5. DERIVADAS IMPLICITAS

Outro conceito amplamente utilizado na resolucdo de problemas econdmicos ¢ o de derivagdo

implicita. Toda a discussd@o com relagdo as derivadas parciais até o momento foi feita com funcdes

explicitas do tipo y = F(x,,...,x,).Entretanto, ¢ comum nao podermos separar a variavel y das

demais varidveis x; e, assim, temos uma fun¢do implicita, usualmente descrita como

G(x,,...,x,,y)=C, em que C ¢ uma constante.

Por exemplo, tome uma fungdo utilidade com duas variaveis, U(x,)),e defina uma curva de
indiferenga, U(x, y) = k,como representado no diagrama 4. Note que essa curva ¢ uma curva de nivel

2 . 3
no R-, que representa uma fungdo no‘R".

DIAGRAMA 4
Curva de indiferenca e a derivagao implicita

v=DBem 2

A

Ux.v)=k
x=Bem 1

Quer-se calcular a inclinagdo da curva de nivel, porém, de forma implicita, tendo como base esse
diagrama, com uma fun¢do com duas varidveis. O raciocinio para fungdes com mais variaveis ¢
analogo.

Toda a deducdo do teorema da funcdo implicita assume que se trata de uma curva de nivel,
U(x,y)=k.Além disso, necessariamente pode-se representar uma variavel como fun¢do da outra:

y = y(x).Assim, essa fun¢do implicita é reescrita como U (x, y(x)) = k.

Derivando essa expressao utilizando a regra da cadeia descrita na se¢do anterior:
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du _oUdx oUdy
dc  ox dx oy dx

Note que, como a derivada ¢ feita em uma curva de nivel, ou seja, U(x,y) =k, toda a derivada ¢é
nula.

Assim, em um ponto especifico (x,, y(x,)), temos:

%—f(xo,y<xo))+aa—‘y’<xo,y<xo))%(xo>=0.

Rearranjando, ficamos com:

oU

d_y __E(xwyo)

dx Xo) = oU
—(x051)
oy

Essa expressdo permite obter a inclinagdo da curva de nivel, d_y , a partir de duas derivadas parciais.
x

Note que a expressdo da derivagdo implicita ¢ valida se %J(xo, ¥,) # 0.Se o denominador for nulo,

ndo podemos assumir que y = y(x), pois o conjunto dos pontos U(x, )= k,seria vertical em pelo

menos uma regido e ndo representaria uma fun¢do de y com relacdo a x. Entretanto, talvez a derivagdo

implicita possa ser representada como uma fun¢ao x = x(y).

Como ilustragdo, segue um exemplo numérico com a fungdo utilidade U (x, y) = xy. Parte-se de uma

curva de indiferenga, U(x, y) = k.
As derivadas parciais sdo U =y e U, = x.

Utilizando a expressao da derivagao implicita, temos:

oU
oo
a Y oU B

— (X, (x0-30)
o (g, ¥0)
No ponto (x,,y,)=(1,1),temos:

dy 1
Fy=-2=-1.
dx() 1
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As derivadas parciais de fungdes utilidades sdo denominadas utilidades marginais. A taxa marginal de
substituicdo (TMS) ¢ um exemplo de aplicagdo da derivacao implicita. Por exemplo, como mostrado

no diagrama4, essa taxa ¢ o modulo da inclinacdo de uma curva de indiferenga, sendo a divisdo das

utilidades marginais: TMS = ‘Q =|- U, = U, .
dx u, U,

6. DERIVADAS DIRECIONAIS E GRADIENTES

A regra da cadeia também ¢ a base para a obtenc¢do de dois outros conceitos importantes no calculo de
varias variaveis e em aplicagdes em economia, que sdo as derivadas direcionais e o gradiente. O
diagrama a seguir exemplifica o problema para uma func¢do de duas variaveis e a discussdo sera feita

para essa funcdo. A extensdo para o caso geral com n varidveis ¢ direta.

Inicialmente, parte-se de um ponto inicial dado, (x,(¢),),(?)). Também se define uma diregao fixa,
V' =(a,b), em que usualmente o modulo do vetor direcio ¢ unitario: ||V|| =1. Assim, a curva

X (t)=(x(2),y(t)) pode ser escrita como:
X()=(x,+at,y, +bt),poisx(t)=x,+at e y(t)=y,+bt.
Seguindo a defini¢do da regra da cadeia, a fungdo g(t) é, portanto:

g(t)=f(x,+at,y,+bt).

DIAGRAMA 5
A derivada direcional

f(x(t).y(t))

dy
» 5, (0

(Xo,Yo)

(x.y)
x(t)
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Note que o ponto inicial, (x,,,), ¢ a direcdo, (a,b), sdo dados. Utiliza-se a regra da cadeia para

obter a derivada de g(¢) em ¢t = 0:

f o

dg ) o dr o ) o o
5(0)— o (x(0),(0)) 7 0)+ ay(x(O),y(O)) o (0) o (X9, o)a+ ay(xoayo)b-

Utiliza-se a nomenclatura D, f(x,,,) para designar a derivada direcional na dire¢do V' no ponto

. _dg 9
(X9>0): Dy f(x539) = r 0) o (g5 Vp)a+ ay(xoayo)b-

No primeiro capitulo, discutiu-se o conceito de produto interno entre vetores. Essa relacdo

representando a derivada direcional pode ser escrita em formato de vetores utilizado esse conceito:

0
g(xo’yo) a g(xmyo)
Dy f(xy,¥0) = v ° =VF(xy,y,)eV,em que Vf(xy,y,)= O ¢ o
o b of
6_(x07y0) ——(x52)
V oy

gradiente da funcdo.

Segue um exemplo numérico com a mesma fun¢do de duas variaveis ja utilizada:

F(x.y)=x"+5x+xy+y’ +4,com as respectivas derivadas parciais de primeira ordem

a—F:2)c+5+y e a—sz+3yz.
ox oy

Portanto, o gradiente dessa fung¢do € o seguinte:

VE(x.y) = (2x +5+ y}

x+3y°

Qual ¢ a derivada direcional dessa fungdo no ponto (x,,y,)=(l,1) e na direcdo V' =(3,4)?

Inicialmente, obtém-se o gradiente da fungdo no ponto especificado:

VF(L]) = [8)
) 4 .

Em seguida, obtém-se o vetor unitario na dire¢do especificada. O vetor unitario ¢ aquele de tamanho

um. Como vimos no capitulo anterior, o tamanho de um vetor ¢ dado por:
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1/2
] =(x e x)".
No caso especifico do vetor V' =(3,4), temos:

V=G4 (G.4)" =(()3) + @A) =5.

Uma vez obtido o comprimento do vetor que determina a dire¢do da derivada direcional, obtém-se o

vetor unitario na mesma dire¢ao:

U 2126,4):(3 ij
N 17 5'5)

Por fim, calcula-se a derivada direcional da fun¢do no ponto e na dire¢do dadas:

3
8

% 5

Também como discutido no capitulo anterior, sabe-se que o cosseno do angulo entre dois vetores

quaisquer é dado pela seguinte relagao:

XeoY

cosf =
|x1l¥]

Reescrevendo essa relagdo para a expressdo da derivada direcional, temos:

VFeU, VFeU

cosf = = > pois|lU,|[=1.
wAw] A

D,F =VF eU, =|VF|cosé.

Note que, para um dado ponto, o vetor gradiente ¢ fixo. Assim, o Unico termo que pode variar na

expressdo acima € o cos@. Isso implica que o maior valor possivel para D, f'¢ quando&=0. Ou

seja, o gradiente indica a dire¢do onde a derivada direcional no ponto ¢ a maior possivel, isto é, a

direcdo em que a fungdo cresce o mais rapido possivel no ponto especificado. Note ainda que, se
0=r/2,cos0=0,tem-se D,F =0.

O gradiente e a derivada direcional sdo utilizados em diferentes aplicagdes e conceitos em economia,

como veremos na otimizagdo condicionada. Segue um exemplo com curvas de indiferenca para uma
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fun¢do utilidade com dois bens, representada no diagrama a seguir. Em uma curva de indiferenga, por
definicdo, os valores de U sdao constantes. Assim, a derivada direcional na direcdo da curva de

diferenga ¢ zero. Isso implica que o gradiente da fung¢do utilidade U(x,y), VU, ¢ perpendicular a

curva de indiferenca. Na verdade, esse resultado pode ser estendido para outras curvas de nivel. O

gradiente ¢ perpendicular as curvas de nivel em geral.

DIAGRAMA 5
A relagao de gradiente e curva de nivel

VAN

YU

Ul
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CAPITULO 3 - INTEGRACAO

As integrais sdo amplamente utilizadas diretamente em aplicagdes em Economia, como serda mostrado
neste capitulo, e também servem para resolver diversos problemas associados a problemas
econdmicos, como sera descrito em capitulos subsequentes, por exemplo, na resolugdo de equacdes
diferenciais. Os topicos abordados aqui s@o: i) Introducdo a integracdo; ii) Expressdes basicas de
integragdo; iii) Substituicdo simples; iv) Integracdo por partes; e v) Aplicacdes da integral em
Economia. Assume-se que o leitor tenha conhecimento sobre conceitos basicos do célculo diferencial

de uma varidvel, como normalmente apresentado em cursos introdutorios em nivel universitario.

1. INTRODUCAO A INTEGRACAO

O célculo integral ¢ diretamente relacionado ao calculo diferencial, entretanto, enquanto utilizam-se as
derivadas para estimar inclinacgdes, as integrais sdo utilizas para o calculo de éareas, ou no caso das
integrais multiplas, tema ndo abordado aqui, sdo usadas no calculo de volumes. Segue uma breve

discussao sobre o que € e como se calcula uma integral.

A discussdo do que ¢ uma integral baseia-se no diagrama 1. Dada uma fun¢@o continua definida no

intervalo [a, b], tem-se como objetivo calcular a area entre a fungdo e o eixo-x. Divide-se esse

—a
, no caso temos n = 4. Escolhe-se um
n

intervalo em n subintervalos de comprimento igual, Ax =
* * * . , ~ .
ponto amostral x,,x,,..x, em cada um dos subintervalos. Note que a area entre a fungdo € o0 eixo-x

4
pode ser aproximada por 4 = Z f(x;)Ax, a soma aproximada das areas de retangulos.
i=1

DIAGRAMA 1
A integral simples

f) T
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10
Note que a medida que n aumenta, por exemplo, n = 10 com A4 = Z f (xl* )Ax, a area estimada pelos
i=1

retangulos tende a se aproximar do valor real. No limite, quando n —o0, a diferenga entre as duas

medidas tende a zero.

4

Temos entdo um somatoério de infinitas 4areas retangulares cuja soma ¢é exatamente a 4rea
compreendida entre a fungdo e o eixo-x. Dado que temos um limite com n —o, usa-se como simbolo

desse  somatério  infinito um S estendido que ¢é o simbolo da integral:

n b
A:hm{z f (xl*)Ax}:J‘ f(x)dx. Ou seja, a integral representa o somatério de infinitos
n—»00 i=1 a

retangulos cujas alturas sdo definidas a partir de uma fungdo especifica. Note que se a fungdo for

negativa, a 4rea também sera negativa.

Para calcular uma integral fazemos uso da antiderivada, como sera mostrado a seguir com o auxilio do
diagrama 2. Seja A(x) a drea compreendida entre uma fun¢do positiva e o eixo-x entre o ponto a e um
ponto x qualquer. Varia-se esse ponto x para X + h e tem-se um aumento de area. A diferenga entre as

duas areas ¢ dada por:
A(x+h)— A(x) = f"(x)h, onde f™(x)¢é o valor médio da funcdo entre x e x + h.

A@+2—mm:fwﬂ_

Tomando o limite quando h — 0, observe que obtemos justamente a defini¢do de derivada, sendo que

Dividindo a expressdo acima por h obtemos,

a funcdo que estd sendo derivada ¢ a area:

A(x+h)— A(x)
h

A®)=]1im =f(x).

Assim, a fungdo f{x) representada no grafico ¢ a derivada de uma func¢do A(x), que ¢ a fungdo que
define a area entre a fungdo e o eixo-x. Portanto, sabe-se que A'(x)= f(x)e deseja-se obter A(x), a
funcdo cuja derivada ¢ justamente f'(x). Isto é, o procedimento ¢ justamente o inverso da derivada,

onde temos uma fun¢do e obtém-se a derivada. Aqui temos a derivada e buscamos a fung¢do, temos o

processo da antiderivada:
b
A= f()dxe 4 (x)= f(x).

Em uma apresentagdo mais formal:

b
Teorema fundamental do calculo — Se f for continua em [a, b], entdo jf(x)dx =F(b)-F(a),

onde F ¢ qualquer antiderivada de f, isto €, uma func¢ao tal que F'=f.
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DIAGRAMA 2
A antiderivada

fx)ey
/\\v
A AA
=
a X Xxth X
—
h

Como os limites a e b na integral sdo definidos, diz que a integral ¢ definida:

b
I f(x)dx=F (x)|}; = F(b) — F(a).Caso a integral ndo tenha os limites definidos, diz-se que a integral

¢ indefinida: j F(x)dx = F(x).

Essa secdo introduziu o conceito de integral e o associou ao processo de antiderivada. Na proxima

secdo apresentam-se algumas das expressdes basicas de integracao.

2. EXPRESSOES BASICAS DE INTEGRACAO

Vimos na se¢do anterior que para calcular uma integral devemos obter a fungdo, F'(x), que deu
origem a uma derivada conhecida, f(x). Grande parte das integrais presentes em problemas

econdmicos podem ser resolvidas direta ou indiretamente por uma das trés expressdes basicas de
integracdo, que sdo descritas nesta se¢do. Existem outras, com fungdes seno e cosseno, que apresentam
menor aplicabilidade em Economia e ndo sdo apresentadas aqui.

Segue a obtencdo da primeira expressdo basica de integragdo. Utiliza-se a varidvel genérica u na

obtengdo dessas expressoes.

n+l n

, ~ , u
+ C, onde C ¢é uma constante, entdo F'(u)=n+1

Se F(u)=Z+1

" =u" = f(u).
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Entdo, sabendo que j f(u)du = F(u), obtém-se a primeira expressdo basica de integrag¢do:

n+l

+C.

u
D |u"du=
)'[ n+1

De forma andloga, obtém-se as outras duas expressoes:

Z)Ie“du =e" +C.

3) I%:ln(u)+c.

Lembrando que o logaritmo ¢ definido apenas para valores positivos.

Seguem quatro exemplos de integrais que sdo resolvidas utilizando diretamente essas expressoes.

Exemplo 2.1 - I4x2dx

O primeiro exemplo ¢ de uma integral indefinida, pois os limites de integra¢do ndo sdo definidos. Para
resolvé-la, o objetivo inicial € reescrever a integral em um dos trés formatos acima. O primeiro passo é

passar a constante para fora da integral:
4 .[ x”dx.

Depois se compara a integral que queremos resolver com as expressdes basicas de integracdo.

Verifica-se que essa integral ¢ semelhante a primeira expressdo, com u = x e n = 2. Dali, temos:

3
4[x'dx=4"—+C.
3

2
Exemplo 2.2 - J. e“dx.
0

Nesse segundo exemplo temos uma integral definida. Portanto, ndo € necessario o uso da constante C,

uma vez que depois de resolvermos a integral, fazemos as substitui¢des com os limites de integracao:
f b
[/ @)dx=(F(x)+C), =(F(b)+C)~(F(a)+C)=F(b)—F(a)

Retornando ao exemplo, observa-se que a integral ¢ semelhante a segunda expressdo bésica de

integragdo, apenas com u = x. Entdo, obtemos:

Jz.exdx :[ex]i =’ —e’' =’ —1.

0
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2
Exemplo 2.3 -J.(3t4 + %j dt
1

Novamente tenta-se reescrever a integral acima de forma similar as expressdes basicas de integragao.

No caso, separamos a integral em duas:
2 21

3[etde+ [~ dr.
1 i

Utilizando a primeira expressdo de integracdo para a primeira das integrais e a terceira expressao para

a seguinte, temos:

2 s\[?
3ot di = 3L 2362 %
) 5 5 5

2

J.1 :lnt =ln2-1nl1=1n2-0=1n2
t

1

Somando o resultado dessas duas integrais, temos:

2
J.(3t4 jdt—%ﬂ 2.
t 5

1

Exemplo 2.4 - J.de

Note que na integral acima um dos limites de integracdo tende ao infinito. Integrais assim sdo
denominadas integrais improprias. Para resolvé-la, o processo inicial é exatamente o mesmo do que
em outras integrais. Reescreve-se a integral no formato de uma das trés expressdes basicas de

integragao:

1/2
1 1

T R j 2
X

Utilizamos a primeira expressao basica de integracdo. Além disso, como a integral ¢ impropria, depois

de obtida a expressdo resultante da integragdo, inclui-se um limite:

Prosseguindo com o limite, temos:
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1/27°

liml = | =2limx"*-2=0-2=w.

b—xo 1/ 2 1 X—0

As integrais discutidas nesta se¢do foram resolvidas a partir da utilizacdo direta de uma das trés
expressoes basicas de integracdo. As integrais que serdo resolvidas nas proximas se¢des sdo também
resolvidas utilizando uma dessas expressdes, mas de forma indireta. Fazendo uso dos métodos de
integragdo, o objetivo ¢ transformar a integral que queremos calcular em uma integral que seja
exatamente igual a uma dessas expressoes. Esse capitulo apresenta dois métodos muito utilizados em
problemas aplicados em Economia que sdo o de substitui¢do simples, método discutido na préoxima
se¢do, e o de integragdo por partes, que € apresentado na secdo 4. Existem diversos outros tipos de

métodos que ndo sdo discutidos neste capitulo por apresentarem menor aplicabilidade em Economia.

3. SUBSTITUICAO SIMPLES

No método de substituicdo simples deve-se fazer uma substitui¢do de varidvel de forma a reescrever a
integral que esta sendo feita em um formato mais simples, se possivel em um dos formatos descritos
na secdo anterior. Para fazer essa mudanga de varidvel, busca-se uma parte ou a totalidade da fungédo
na integral que serd a variavel u, cuja derivada, du, também deve se encontrar na integral. Ou seja,
buscamos uma fun¢do u na integral tal que du também esteja presente nesta. Por exemplo, este método
¢ muito utilizado quando temos diferentes fungdes polinomiais dentro da integral, sendo que estas
diferem em um no grau da fun¢do. O polindmio de maior grau serd o u € o de menor grau serd o du.

Segue um exemplo.

X

dx.
1+x°

3
Exemplo 3.1 - Io

Note que na integral tem-se um polindmio de maior grau, grau 2, que sera a escolha natural para u:

u =x” +1. Na integral também temos um polindmio de grau 1, por conseguinte, esse aparecera na
derivada de u: du = 2xdx . Esse 0ltimo é reescrito como, 7 = xdx, pois é o formato que aparece na

integral.

Uma vez proposta essa substitui¢do simples, deve-se também mudar os limites de integragdo para a
nova variavel. Na integral do exemplo x varia entre 0 e 3. Na integral rescrita, a variavel u ndo
necessariamente varia entre esses mesmo valores. Note que, quando x — 0, temos que u— 1, e

quando x — 3, temos que u—10. Portanto, reescrevemos a integral desse exemplo como:

3 wdu/2 1 pod
e T
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Note que com essa substitui¢do simples, a integral se tornou exatamente igual a terceira expressdo
basica de integragdo descrita na se¢do anterior. Assim, prosseguindo na resolugdo da integral,

substituindo os limites de integragdo, obtemos:
1 ¢todu 1 10 1 1
—| —==|In(w)}, =—=(In(10)-1n(1))=—=1n(10).
S = )] = (1n10) ~In(1)) =~ In(10)

Segue mais um exemplo de integral que € resolvido pelo método de substitui¢do simples. Essa integral

¢ a seguinte:
T4
Exemplo 3.2 - Ide.
v

Inicialmente, reescreve-se essa integral impropria para que ela se pareca com uma das trés expressoes

basicas de integragdo. Assim, temos:

w4 o
!erx=4_£e3dx.

Comparando essa integral com a segunda expressdo bésica, nota-se que devemos introduzir a
substituicdo simples, u = -3x, o que implica em du = -3dx ou dx = du/-3, para que elas se tornem
iguais. Calculando os novos limites de integracao, temos que, quando x — 0, u — 0, e quando x —o0,u

— -o0. Fazendo essas substituicdes na integral acima, temos:

P 47 .
4£e3dx:—§£e du.

Apenas para reescrever a integral em um formato mais usual, com o limite superior de integracdo
sendo maior que o inferior, trocam-se os limites de integracdo de posi¢do e troca-se também o sinal da

integral.

—éTe”du :§ j.e“du = gblilpwe"

0 —o0

o 4 4
=—(1-0)=—.
, 3( ) 3

Como veremos na se¢do 5, o método de substituicdo simples ¢ bastante utilizado para resolver
integrais que tém aplicabilidade em Economia. Outro método também bastante utilizado ¢ o de

integragdo por partes, discutido na préxima se¢ao.
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4. INTEGRACAO POR PARTES

O método de integracdo por partes ¢ realizado com uma expressdo que se baseia em uma derivada de

um produto de funcdes:

%[u(x)vu)]=v<x)%u<x)+u<x>%v<x>-

Essa expressdo ¢ reescrita como:
u(x)dv(x) = dlu(x)v(x)]—v(x)du(x).

Em seguida, integra-se essa expressdo tendo como limites genéricos a e b:

b b
Iudv = [w] - Ivdu.

Essa ¢é a expressdo que serd utilizada na integracdo por partes. O principio bédsico do método ¢
transformar uma integral de dificil resolucdo, judv, em outra mais simples, jvdu, que possa ser

resolvida pelos métodos discutidos nas secdes anteriores. Entretanto, ¢ importante ressaltar que em
muitos problemas deve-se aplicar mais de uma vez a integracdo por partes até que uma integral facil

seja obtida.

Seguem alguns exemplos.

1
Exemplo 4.1 - j xe “dx
0

Como descrito, devemos transformar uma integral dificil, no caso, J.xefxdx, em outra facil que possa

ser integrada diretamente ou por substitui¢do simples. Note que nesse problema a integral a ser

integrada por substituicdo simples ¢é J‘efxdx. Ou seja, queremos abaixar o grau do polindémio dentro

. 1 0 . . . . ~ ,
da integral de x* para x', sendo essa uma das principais aplicagdes do método.

Uma vez que a integral dificil é j udv, neste método de resolugdo de integrais devemos escolher uma

parte, ou até mesmo a totalidade, da fung@o que estd sendo integrada como u e o restante serd dv. Dada

1
a integral do problemajxe’xdx, escolhe-se como u o polindmio que queremos abaixar o grau, assim,
0

u = x . Consequentemente, o restante que estd sendo integrado é dv = e “dx. Em seguida, devemos
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obter os valores de du e de v para substituirmos na expressao de integracdo por partes. Desta forma, ¢

essencial que o termo escolhido para dv seja de facil integracdo, como a escolha realizada aqui.

Vejamos:

seu=x,entdo du=dx ;e
sedv = e”dx, entdo v = Iefxdx .

—X

Essa integral é de facil resolugdo e ¢ feita por substitui¢do simples, com u =—x: vy = J‘efxdx =—

Depois de definidos # =x e dv=e "dx, e obtidos du =dxe v=—e *, fazemos as substitui¢des na

expressao de integracdo por partes:

1
1 —
0+Ie “dx.

0

1
Ixe_xdx =—xe "
0

1 1
Note que transformamos uma integral dificil, jxe_xdx , em uma facil, Ie_xdx, que sera resolvida por
0 0

substituicdo simples. Assim, ficamos com:

1 1
— — 1 — —_
Ixe “dx = —xe™ 0+Ie “dx=—xe*
0

0

1

x|! -1 -1 -1
=(e—0) (e~ =2¢" +1.

A integrag¢do por partes, além de ser muito utilizada para abaixar o grau de polindmios dentro de

integrais, ¢ utilizada para simplificar integrais em geral. Segue um exemplo.

Exemplo 4.2 - J Inxdx

Note que essa integral ndo pode ser resolvida por uma das expressdes basicas de integracdo, pois
difere de todas elas. Além disso, o método de substituicdo simples também ndo pode ser usado, pois se

dx : . . :
u=Inx, du =—, e ndo conseguiriamos utilizar esse método, pois esse du nio aparece na integral.
X

Portanto, deve-se utilizar a integragdo por partes para simplificar a integral, para que esta seja
resolvida por algum desses métodos.
Neste exemplo ndo hé escolha para u, uma vez que ndo temos um produto de fungdes sendo integrado.

Assim, temos u =1Inx, e o restante da integral é consequentemente dv: dv = dx . A partir desses,

dx . . : ~
obtemos, du = —e v=1x, e fazemos as substitui¢des na expressao de integragdo por partes:
X

e

J.lnxdx [xInx] J.x(Jd [xInx] J.dxz[xlnx]f—xﬁ=(elne—0)—(e—1):elne—e+l.
1

1
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5. APLICACOES DA INTEGRAL EM ECONOMIA

Existem muitas aplicagdes da integral em economia. Neste capitulo sdo brevemente descritas trés
delas: o calculo do valor presente, o célculo de probabilidades e a estimacdo do excedente do

consumidor. Para uma discussdo mais abrangente ver Chiang e Wainwright (2006).

5.1 - Valor presente —Imagine que p(?) represente um fluxo de renda futuro entre os anos a e b. O

valor presente desse fluxo, VP(t), ou seja, quanto que todo o fluxo valeria em termos presentes, ¢
b
dado por: VP(¢t) = Ie‘” p(t)dt , onde r € a taxa de desconto.

Como exemplo numérico, qual seria o valor presente de um fluxo continuo de R$1000 ao més por 60

meses, sabendo que a taxa de desconto € 1% ao més? Substituindo na integral acima, temos:
60

60
VP(60) = j ¢ °"1000dt = IOOOje_O’OI’dt.
0

0

Essa integral ¢ feita por substitui¢do simples com u =—0,01¢ e, consequentemente, du =—0,01dt ou

du _ o4
—0,01

Os limites de integragd@o se tornam:

se t > 0 temos que u— 0 e quando t — 60 temos que u—-0,6.

Dai, temos:
60 -0,6 dl/l -0,6 0
VP(60) =1000 j e " gt =1000 j ¢" — 57 ==100000 j e du =100000 je”du
0 0 ) 0 -0,6

= 100000(e”

6) =100000(1—e™"°)=45118,84.

0
-0,

Note que o fluxo de renda nominal foi de R§60000, mas em valores atuais, ele vale menos por causa

da taxa de desconto.

5.2 - Calculo de probabilidades — Dada uma varidvel aleatéria continua com fun¢do de probabilidade

qualquer f{x). A probabilidade que o valor da variavel esteja entre a e b ¢é dada por:
b
P(anSb):If(x)dx.

Por exemplo, assuma que o tempo de espera em uma fila segue uma distribui¢do em formato

1

. t . . .
triangular, f(¢) =————, onde o tempo maximo de espera é de 30 minutos.

15 450

Primeiro, note que:
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30

=2-1)=1.

30 1 ¢ P t2
PO<t<30)= [| -~ Jdt=| —-——
15450 15 900

0

Ou seja, a probabilidade que um individuo espere de zero ao méximo de tempo ¢ 1.
Qual ¢ a probabilidade que o individuo ira esperar mais do que 10 minutos?

30 1 ¢ P tz
PAO<t)=[| -~ Jdt=| ————
15 450 15 900

5.3 - Excedente do consumidor —Em um mercado o preco de equilibrio é representado por P* e a
quantidade de equilibrio ¢ Q*. Dada uma fun¢do demanda P(Q), o excedente do consumidor,

indicando quanto que os consumidores estariam dispostos a pagar a mais do que o representado pelo

30

15 900 90 9

ey-{0- 100, _st0_s

10

Q*
equilibrio de mercado, ¢ dado por: £ = I( P(Q)-P*)dQ.
0

2
Como exemplo numérico, assuma que P* = 10, Q* = 100 e que P(Q)=20—- 1%00’ como mostra o

diagrama a seguir. O excedente do consumidor € a area entre as curvas.
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Calculando o excedente do consumidor, temos:

100

E

c=
0
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DIAGRAMA 3
Excedente do consumidor
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j(zo—

QZ
1000

—IOJdQ =(10Q—

Q3
300

|

100

0

= (IOOO

1000000

2000

3000

)

3

As integrais sdo também amplamente utilizadas na resolug¢do de equagdes diferenciais, tema do quarto

capitulo.
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CAPITULO 4 - EQUACOES DE DIFERENCA DE 1° ORDEM E EQUACOES
DIFERENCIAIS DE 1" ORDEM

Existem muitos problemas econdmicos que tratam de fendmenos dindmicos, tais como evolucdo de
taxas de desemprego, crescimento econdmico, crescimento populacional, etc. Equagdes de diferenca e
equacdes diferenciais sdo poderosas ferramentas matematicas que permitem estudar problemas
econdmicos desse tipo. Em um contexto onde o tempo ¢ continuo, capta-se essa variagdo por meio de
derivadas e utilizam-se as equagdes diferenciais. Por exemplo, a variagdo populacional de uma regido
populosa pode ser considerada um fenomeno continuo no tempo. Como veremos na se¢do 3, diferentes
equagdes diferenciais podem ser utilizadas em estudos sobre variacdo populacional. Entretanto, em
muitos outros problemas dindmicos, como em analises sobre investimentos, em que se utilizam taxas
de juros e depositos definidos em periodos bem definidos, considera-se o tempo como discreto. As
variaveis de interesse sdo medidas por periodos, como por exemplo, o montante aplicado no més.
Nestes casos, o uso de equagdes de diferenca ¢ uma poderosa ferramenta de andlise como veremos nas

secoes 1 e 2.

Este capitulo discute as equagdes de diferenca e diferenciais de 1* ordem e, dentre essas, apenas
algumas delas, que s3o bastante simples e tém aplicabilidade direta em Economia. Mais
especificamente, os topicos que serdo abordados neste capitulo sdo: i) Equacdes de diferenca de 1*
ordem; ii) Aplicacdes das equacdes de diferenca de 1* ordem; iii) Equagdes diferenciais ordinarias de
1* ordem separdveis; iv) Equacdes diferenciais ordindrias lineares de 1* ordem; v) Diagramas de fase e
campos direcionais. Assume-se que o leitor tenha um relativo dominio das técnicas de integracao,

ponto discutido no capitulo.
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1. EQUACOES DE DIFERENCA DE 1°ORDEM

Nas equacdes de diferenca, as varidveis sdo medidas em periodos, ou seja, assumem o mesmo valor
por todo um periodo. Portanto, a variacdo das mesmas se da entre periodos. Por exemplo, mede-se o
PIB em um ano especifico e compara-se com o PIB do ano anterior, obtendo a varia¢do anual do PIB.

Assim, temos a varidavel de interesse, y, representada em dois periodos diferentes, y; € yir1. A

diferenca entre eles ¢ Ay =y, , —,. Uma vez que as diferencas sio calculadas entre periodos, ndo se

utiliza o calculo diferencial.

Este capitulo apresenta as equacdes de diferenga de 1* ordem. Assim, temos somente a diferenga entre
esses dois periodos apresentada acima. Como comparagdo, uma equacdo de 2* ordem tem, além dos

valores da variavel de interesse nesses dois periodos, a informagdo em um terceiro periodo, yi,,.

Dentre as equagdes de diferenca de 1* ordem, o capitulo discute as equacdes lineares com coeficientes
constantes. Ou seja, um pequeno universo dentre as equagdes de diferenca de 1* ordem, que sdo de

facil resolugdo e sdo utilizadas em importantes aplicagdes em Economia.

Uma equagdo deste tipo pode ser escrita em diferentes formatos, sendo que em um, em particular, a

interpretacdo da dindmica da variavel y se torna mais simples. Esse formato ¢ o seguinte:
Vi1 = ay; + b, onde a e b sdo constantes.

Note que, o valor da varidvel no tempo subsequente, yi;q € expresso como uma constante vezes o
valor da variavel no tempo precedente, y;, mais outra constante. Uma equacdo desse tipo ¢ facilmente

interpretavel dependendo dos valores de a e b. Pode-se dividi-la em trés tipos:

Tipol:a = 1leb # 0;
leb
leb #

Tipo2:a #
Tipo3:a #

O quarto tipo em potencial, coma = 1eb = 0, ndo apresenta qualquer dindmica, pois yr41 = y;.Ou
seja, o valor da variavel y ndo sofre qualquer mudanca e ndo ¢ um problema dinamico, portanto, ndo ¢

discutido aqui.

Cada um desses trés tipos de equacdes de diferenca de 1? ordem lineares com coeficientes constantes
tem um formato de resolu¢do muito bem definido. Segue cada uma delas em separado. Para os dois

primeiros tipos a obtencdo da resolugdo ¢é direta.

O primeiro tipo de equacdo de diferenga pode ser escrito como:
Vis1 = V¢ +b,comb # 0.

Ou seja, o valor da varidvel em um periodo subsequente ¢ o valor no periodo precedente acrescido de

uma constante. Portanto, depois de um nimero determinado de periodos, o acréscimo é b vezes o
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numero de periodos. Assim, a obten¢do da solugdo ¢ direta, sendo que Y, € o valor da varidvel no

inicio.

yi = yo + bt.

Como exemplo numérico, temos a seguinte equagao do tipo 1:
Yt#1 = Yr +3,comyy = 2.

Cuja solugao é:

ye = 2 +3t

As equagdes do tipo 2 tem o seguinte formato:

Vit1 = aVo coma * 1.

Elas apresentam o seguinte formato de resposta, também obtido de forma direta:
ye = (@'

Como exemplo numérico, temos:

Yev1 = (%)Yt comyy = 3.

Cuja solugao é:

ye = 3(1/2)"

Para as equagdes do tipo 3, a solugdo ndo ¢ tdo direta como as anteriores, e ¢ deduzida a seguir.
Partimos da equag@o de diferenga, y;,1 = ay; + b, sabendoquea # leb # 0.

Escrevemos a relacao:

parat =0, temos y, =ay, +b;
parat =1, temos y, =ay, +b;e

parat=2, y, =ay, +b.

Substituindo ), da primeira rela¢do na segunda, temos:
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¥y =alay, +b)+b

Em seguida, substituimos esse resultado na terceira das relagdes:
Yy = a[a(ayo +b)+b}+b

Reescrevemos essas duas ultimas expressdes no seguinte formato:

Y, =a2yo+b(l+a)

y,=a’y,+b(l+a+a’)

Assim, a partir da analise dessas expressoes, deduzimos que para um ¢ qualquer, temos:
y,=a'y,+b(l+a+a’ +..+a"™")

Resta saber quanto vale o somatdrio entre parénteses:

S=l+a+a*+..+a""

Multiplicamos toda a expressdo por a e subtraimos o resultado da propria relagao:

aS=a+ad*+a’+..+d

aS—-S=a -1

(a-D)S=a"-1

s=4-1
a—1

Assim, chegamos a uma expressdo que sera utilizada sempre que a equacdo de diferenca de 1* ordem

for do tipo 3:

a -1

y,=d'y,+b
a—1

Como exemplo numérico, temos:

Ye#1 = 2y¢+ 3 comy, = 4.
2" -1

y,=2'4+3 =2'7-3
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2. APLICACOES DAS EQUACOES DE DIFERENCA DE 1* ORDEM
Nesta secdo s@o apresentadas quatro aplica¢des das equacdes de diferenca de 1 ordem, sendo as trés

primeiras referentes as aplicagdes monetarias, cada uma abordando um dos trés tipos de equagdo de

diferenca. A quarta aplicagdo ¢ o modelo da teia de aranha.

2.1. Aplicagées monetarias

A primeira das aplicagdes monetarias ¢ quanto as aplicacdes a juros simples. A equagdo de diferenga

que representa uma aplicagdo desse tipo é:

M, ,=M,+M,J, onde M é o montante do investimento nos diferentes periodos, M ,é o montante

inicial aplicado e J ¢ a taxa de juros simples.

Comparando essa equagdo com os trés tipos discutidos na se¢do anterior, verifica-se que essa equagao

¢ do tipo 1 e tem como solugdo:
M, =M,+JM .

Como exemplo numérico, assuma que o montante inicial ¢ igual a R$1000, que a taxa de juros simples

¢ 1% ao més, e que a aplicacdo ¢ feita durante 12 meses. Entdo, ficamos com:

M,, =1000+(0,01)(1000)(12) =1120.

O segundo exemplo de aplicacdo das equagdes de diferenca de 1* ordem ¢ referente as aplicacdes a
juros compostos. No caso, seguimos os mesmos conceitos descritos acima, porém, como a taxa de
jutos € composta, temos a seguinte equacdo de diferenga:

Mt+1 :(1+J)Mt‘

Esta equagdo ¢ do tipo 2 e, como vimos, tem como solucao:

M, =(1+J)'M,.
O exemplo numérico segue 0 mesmo montante inicial do problema anterior de R$1000, a taxa de juros

composta é de 0,5% ao més e a aplicagdo ¢ feita durante 15 meses:
M =1+ 0,005)151000 =1077,68
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Por fim, aborda-se o problema das aplicacdes com juros compostos com depdsitos ou retiradas

fixos por periodo. A equacdo de diferenga que representa esse problema ¢ dada por:

M., =(1+J)M, +d, onde d ¢ o deposito ou retirada fixos em cada periodo e o restante ja foi

definido.
Essa equacao ¢ representada pelo tipo 3 e tem como solugdo:

M, =(1+J)’M0+d{w}=(l+J)r(MoJij_i
1471 J) U

No exemplo numérico, temos o mesmo montante inicial de R$1000, taxa de juros composta também

de 0,5% ao més, deposito mensal de R$200 e o tempo de aplicagdo de 10 meses. Assim, temos:

=3096,75

Mt:(1+0,005)1°(1000+ 200) 200

0,005) 0,005

2.2. 0 modelo da teia de aranha

O modelo da teia de aranha ¢ uma aplicacdo das equagdes de diferenca que também ¢ bastante simples
(Chiang, 2006). Assuma que a demanda por um bem ¢ linear com relagdo ao preco do proprio bem em
um mesmo periodo:

O, =a+bP.

Assuma que a oferta do bem também ¢ linear, mas que ¢ definida a partir dos pregos aplicados em um
periodo precedente, pois o produtor tem a expectativa que os precos em um determinado periodo serdo

mantidos do periodo precedente:

O =c+dP_,.

Igualando a oferta com a demanda, temos:
a+bP, =c+dP .

Reescrevendo essa equagdo, ficamos com:
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Para representar essa equacdo no formato discutido anteriormente, temos:

Assumindo que d #be que ¢ #a, temos uma equacdo de diferenca do terceiro tipo. Portanto, a

solucdo desse problema ¢ expressa como:

e

Se P = —[ c-ad j, onde, como veremos, P, é prego de equilibrio, ficamos com:
d t

P =[—j (R —P)+P.
b

A dinamica do prego e, consequentemente, também da quantidade ofertada/demandada desse modelo

depende dos valores dos parametros a, b, ¢ e d. O diagrama 1 mostra trés dinamicas diferentes obtidas
com grupos distintos de pardmetros, definidos de forma que P, ¢ o mesmo em todos eles. P, também

e

¢ 0o mesmo em todas as ilustra¢des. Além disso, como ¢ mais usual, define-se b <0 e d > 0. Em Ptl,

observa-se uma convergéncia radpida nos precos, pois

d . .
E =0,5. Em Pt2, a convergéncia é mais lenta,

pois >1.

E‘ =0,8, e em Pt3 ocorre uma divergéncia nos precos, pois
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DIAGRAMA 1
Modelo da teia de aranha
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Esta se¢do e a anterior apresentam alguns conceitos introdutoérios das equacdes de diferenga de 1*
ordem. Na secdo seguinte abordam-se também de forma introdutdria alguns conceitos associados as
equacdes diferenciais de 1* ordem. Existem intimeros tipos de equacdes diferenciais distintas e neste
capitulo discutem-se algumas delas que, ndo so sdo bastante simples, como apresentam aplicabilidade

direta em Economia.

3. EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS DE 1* ORDEM

Como forma de ilustrar qual ¢ o foco desse capitulo, apresenta-se uma breve classificacdo de equagdes
diferenciais. O primeiro ponto a ser destacado ¢ que existem as equacdes diferenciais ordindrias e as
equagdes diferenciais parciais. Aqui, discutem-se apenas as equagdes diferenciais ordinarias. Nestas
equacgdes temos fungdes de uma varidvel, derivadas de uma variavel e pardmetros. Exemplo disso sdo
as equagdes y'=kyey +ay+by =0.Em contrapartida, as equagdes diferenciais parciais contém
. . R - o o’T
derivadas parciais, como a equagdo de transferéncia de calor em uma dimensdo: 5 =qa Eec

Assim, tratamos apenas das equagdes diferenciais ordinarias. Dentre essas, analisamos apenas aquelas

de 1* ordem, ou seja, a derivada de maior ordem ¢ a derivada primeira, como em )'= ky.Equagdes
diferenciais ordinarias de 2 ordem, como )’ 4ay’+by =0,ou de ordem superior, ndo sdo discutidas.
Portanto, neste capitulo sdo abordadas as equagdes diferenciais ordinarias de 1* ordem, um pequeno
universo dentre as equagdes diferenciais. Ainda assim, existem diversos tipos dentre essas equagdes, €
apenas dois tipos distintos sdo analisados. A proxima subsecdo apresenta as equacdes separaveis e a
seguinte as equagdes lineares. Ambas tém muitas aplicacdes em economia e s3o relativamente

simples.
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3.1. Equacodes separaveis

Muitas das equagdes diferenciais ordinarias de 1° ordem separaveis que sdo aplicadas em problemas
na Economia podem ser resolvidas utilizando integrais ndo muito complicadas. Inicialmente, ¢é
discutido brevemente o método de resolucdo dessas equagdes. Depois, sdo apresentadas trés aplicagdes

destas em Economia.

As equagdes diferenciais ordinaria de 1 ordem separaveis podem ser representadas da seguinte forma:

% — (g0,

Assim, para resolver esse tipo de equacdo diferencial basta separar as variaveis e integrar:

dy
= f(x)dx
g(y) /)

Id—y = I f(x)dx+ C,onde C ¢ constante
g()

Vejamos trés exemplos aplicados.

3.1.1. Variaveis com variacao a taxas constantes

Utilizam-se as equagdes separaveis em problemas em que a varidvel de interesse varia com taxas
constantes, como pregos em taxa de inflacdo constante, PIBs variando a taxas constantes, etc. Segue
um exemplo em que a populacdo de uma dada regido varia com taxas constantes. A seguinte equacdo

diferencial que descreve esse problema ¢é:

dP

— = kP, onde P ¢é populagio e k é a taxa de crescimento geométrica constante.

dt
- . dP . < .
Note que a variacdo populacional, 7, ¢ igual ao produto da populagdo instantdnea e da taxa de
¢

variacdo constante. Para resolver esse problema, basta seguir os passos descritos anteriormente:

9P _ s

P
d—P:jkdt+C
P

InP=kt+C

kt+C kt C kt
P(t)=e"" =e"e" =C,e
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Para que o valor de Cseja definido necessita-se de uma condig@o inicial. Utilizando a informagao

sobre Py, a populagdo inicial, ficamos com:

P(0)=C, =P,

Entéo, a fungdo P(¢f) = Poekt ¢ a solucdo dessa equagdo diferencial ordinaria de 1* ordem separavel.

Note como essa fungdo satisfaz a equagdo diferencial.

3.1.2. Crescimento logistico

Outro exemplo de equagdo separavel ¢ a que trata da variagdo logistica de uma variavel. A equagdo

diferencial que representa esse fendmeno pode ser escrita da seguinte forma:

dy
= —(a-ky)y.
= (a=by)y

Esse tipo de equagdo ¢ muito utilizado em estudos com capacidade de carregamento limite, como em
estudos ecologicos e trocas de tecnologia em aplicagdes diversas (Banks, 1994). Ela pode ser resolvida
analiticamente de forma relativamente simples, com o uso de integragdo por fragdes parciais.
Entretanto, essa equagdo ¢ analisada na préoxima secdo com o uso de diagrama de fase e de campos
direcionais.

A fungdo logistica pode ser representada pela seguinte equagao:

a

y(@) =
b+| L —ple
Yo

3.1.3 - Analise de aversao ao risco

Uma terceira aplicagdo ¢ quanto a medidas de aversdo ao risco relativo de Arrow-Pratt.

Seja u(x) a funcao de utilidade do individuo avesso ao risco, sendo que a medida de aversdo ao risco ¢

dada por:

po_U (x)x

- , onde b> 0 é constante.
u'(x)
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Note que essa equacdo diferencial é de 2* ordem, tema ndo abordado aqui. Entretanto, ela seréd
transformada em uma equagdo de 1 ordem, que serd resolvida pelo método descrito anteriormente e,
em seguida, outra equagdo diferencial de 1* ordem serd obtida e também resolvida.
O objetivo desse problema aplicado ¢ obter uma fun¢do utilidade que apresente uma medida de
aversdo ao risco como definido anteriormente. Inicialmente define-se uma funcdo v(x), tal que
v(x) =u’(x). Dessa forma, a equagdo diferencial de 2* ordem transforma-se em uma de 1* ordem:
V' (x)x
w(x)

Resolvendo essa equacdo pelo método ja descrito, temos:

b=

b__(dv/dx)x
v
v __ydx
v X
ﬂz—bjﬁ+cl
v X

In(v) =-blnx+C, =lnx~" +C,.

-b -b _ ,
v(x)=e™ "1 =" % =C,x", onde C, é constante.

Assim, a equagdo de 1* ordem foi resolvida com a obtengdo da fungdo v(x) que satisfaz a equagdo.
Continua-se a resolugdo do problema com uma nova equagdo de 1* ordem: v(x) =u"(x) = %

A resolucdo ¢ pelo mesmo método:
u(x) = j v(x)dx +C, = j C,xPde+C, .

Isso implica em:

a)Seb=1, u(x)= lczb X' +C,.

b)Seb=1, u(x)=C,Inx+C;.

Verifica-se que essas duas fun¢des de utilidade satisfazem a medida de aversdo ao risco relativo de

Arrow-Pratt.

3.2. Equacgoes lineares
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Além das equagdes separdveis, outro tipo de equacdo diferencial de 1* ordem muito utilizada em

Economia ¢ o de equagdes lineares. Essas equagdes podem ser representadas pela seguinte equagao:

% 4 £y = R(0).

As equacdes diferenciais de 1* ordem que podem ser escritas nesse formato sdo lineares e sdo
resolvidas por métodos bem definidos. Segue a demonstragdo de uma das metodologias empregadas
na resolucdo desse tipo de equagdo.

Dada uma equagdo linear geral, como a descrita anteriormente, multiplica-se a equagdo por ej f(t)dt:
f@0y= R(1).

Note que, ao ser feita essa multiplicagdo, a parte a esquerda da igualdade representa a derivada de um

. ) f(t)dt jf (0yde j o

produto de fungdes.

Assim, obtemos:

i [raar _ J' (t)dt
7 [e y} R(1).

Rearranjando e integrando, temos:

J-d[ejf(t)dty} = Jejf(t)dtR(t)dt +C

() =— U ejf(t)dtR(t)dt+C}.

ejf(z)dt

Apenas para simplificar, reescreve-se a expressdo acima com /1 = I f(@®)de:

Wy =¢|[¢'R@ydr +C]|

Essas duas expressdes s@o utilizadas na resolugcdo de equacdes diferenciais ordindrias lineares de 1*

ordem, como mostrado em um exemplo aplicado.

3.2.1.Variacao populacional com migrac¢ao constante

Assume-se que a populagdo de uma regido cresce vegetativamente a taxas constantes, como discutido
na subsecdo 3.1.1. Além disso, a regido recebe imigrantes, I, ¢ perde emigrantes, £, de forma
constante.

A equagdo diferencial a seguir representa esse problema:
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dP
—=kP+1—E, onde I e E sdo constantes.

dt

Reescreve-se essa equacdo no formato linear descrito anteriormente:

P wp—1-E
dt

Note que por comparagdo entre essa expressao e o formato padrdo de equagdo linear, temos:
f(t)=—keR(t)=1-F.

Assim, uma vez definidos os termos f'(¢) e R(¢), inicialmente, obtém-se / :

h= f (@)t =[~kde =—kt.

Depois se substitui o valor de /2 e de R(f)na outra expressdo e integra-se:

Py=e"|[e Ryt +C|=e*|[e (1~ Eydr +C]

—kt
P(t)=e" [(1 - E)e—k + C}.
Utilizando a condigdo inicial P(0) = P, temos:
1
P(O):(I—E)—k+C=P0

C:]30+(1;E‘)
k

Substituindo, C na expressdo de P(¢)obtemos a solugdo final do problema:

P(t) =ekf{(1—/z)%+}>0 L8 ;{E)} = Re" +—(1;€E) (e -1)

4.DIAGRAMA DE FASE E CAMPOS DIRECIONAIS

A equacao diferencial que representa uma variacdo logistica foi apresentada na subse¢do 3.1.2:
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4P _ a—bP)P.
dt .
Entretanto, essa equacdo ndo foi resolvida analiticamente, o que ndo requer um aparato matematico
sofisticado, mas foi deixada para ser analisada a partir de um diagrama de fase e de campos
direcionais. Os diagramas de fase e os campos direcionais permitem analisar fendmenos dindmicos

sem que uma solucdo analitica seja necessaria.

Para facilitar a compreensdo sobre o uso desses conceitos, assume-se que na equagao anteriora=2¢e b

= 1. Além disso, sabe-se que t > 0 e P > 0, pois tempo e populacdo ndo podem ser negativos.

Portanto, temos a seguinte equacdo diferencial a ser analisada por um diagrama de fase na préoxima

subsec¢ao:

dP
—=(2-P)P.
= (2-P)

4.1. Diagramas de fase
- < . dP . . «
O objetivo dessa subsecdo ¢ desenhar um diagrama P x 7 e, a partir deste, obter informagdes sobre
t

a dindmica do problema. Inicia-se a discussdo com a obtencdo dos estados estacionarios ou de

equilibrios, que irdo facilitar a obtencao do grafico proposto acima. Nesses pontos, temos:

Portanto, os pontos de equilibrio sdo:

2-P)P=0
P=0eP=2.

Uma vez determinados esses pontos, obtém-se o diagrama de fase, sabendo que a equacdo
dP
Z = (2—P)P =2P— P?é uma parabola com raizes 0 e 2.

t
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DIAGRAMA 2
Diagrama de fase da equacao logistica
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Para estudarmos os equilibrios dos estados estacionérios, fazemos uma pequena perturbagdo em torno
dos mesmos. Note que o equilibrio em P = 0 ¢ instavel. Uma vez que uma pequena perturbagdo com P
pequeno e positivo, ou seja, a populagcdo era zero e se tornou pequena e positiva, faz com que o
) . . . dP o
sistema se distancie desse ponto, pois — > 0 e P tende a crescer. Por outro lado, o equilibrio em P =
dt
2¢ estavel. Uma perturbagdo em torno do ponto, tanto para valores menores como maiores do que P =
dP . .. . .. o
2, dados os valores de 7, respectivamente positivos e negativos, indicam uma tendéncia de retorno
t

ao estado estacionario com P = 2.

4.2. Campos direcionais

Para a obten¢do do campo direcional, baseia-se no diagrama acima, porém o diagrama a ser feito é de t
xP. Em valores de P proximos de 0,2, como pode ser visto no diagrama de fase, temos uma derivada
positiva de pequena magnitude. Assim, desenhamos no diagrama do campo direcional um segmento
de reta leve e positivamente inclinado, como mostrado no diagrama a seguir. Para valores de P
proximos de 1, temos uma derivada positiva de maior magnitude e desenhamos um segmento de reta
com inclinagdo positiva de maior magnitude. Seguimos esse mesmo procedimento para valores de P
proximos de 1,8, temos um segmento de reta com inclinagdo levemente positiva, para valores de P
proximos de 2,2, a inclinagdo é levemente negativa, e para valores proximos de 2,5, a inclinagdo ¢
negativa com maior médulo. Como as inclina¢des independem de t, repetimos esses segmentos de reta
para diferentes valores de t. Uma vez obtidos esses segmentos, representam-se possiveis trajetorias

para a dinamica do problema.
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DIAGRAMA 3
Campos direcionais da equacgéo logistica
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CAPITULO 5 - SISTEMAS DE EQUACOES DE DIFERENCA DE 1° ORDEM

Existem muitos problemas econdmicos que tratam de fendmenos dinamicos, tais como evolucdo de
taxas de desemprego, crescimento econdmico, crescimento populacional, etc. Como vimos no capitulo
anterior, as equagdes de diferenga s3o poderosas ferramentas que permitem estudar problemas
econdmicos desse tipo, quando a dindmica da variavel de interesse ¢ determinada pelos proprios
valores desta. Entretanto, em muitos problemas econémicos, a dindmica da varidvel envolve mais de
uma variavel, que se influenciam. O uso de sistemas de equacdes de diferenca em muito facilita a
resolucdo de problemas assim. Um topico correlato, que é o uso dos sistemas de equagdes diferenciais
de 1* ordem, ¢ abordado no sexto capitulo. Este quinto capitulo foi dividido nas seguintes segdes: i)
Introdugdo aos sistemas de equagdes de diferenga lineares de 1* ordem; ii) Sistemas de equagdes de
diferenca lineares de 1* ordem homogéneos; iii) Autovalores reais aplicados a resolugdo de sistemas
lineares; iv) Autovalores complexos aplicados a resolugdo de sistemas lineares; v) Autovalores
repetidos aplicados a resolu¢do de sistemas lineares; vi) Estabilidade de sistemas de equacdes de
diferenca e vii) Aplicacdes de sistema de equacdes de diferenca. Assume-se que o leitor tenha
conhecimento sobre conceitos basicos de algebra linear, como ja discutido no primeiro capitulo, e de

equacdes de diferencga de 1* ordem, como apresentado no capitulo anterior.

1. INTRODUCAO AOS SISTEMAS DE EQUACOES DE DIFERENCA LINEARES DE 1°
ORDEM

No capitulo anterior foram apresentadas as equagdes de diferenca de 1* ordem. Com o intuito de

facilitar a interpretagdo, elas foram escritas no seguinte formato:

Y=y, +b.

Quando analisamos equagdes assim, a dindmica da variavel y depende somente do valor da prdpria
variavel e de pardmetros. Entretanto, em muitos problemas econdmicos, a dindmica de uma variavel
depende ndo s6 de seus proprios valores como também do valor de outras variaveis. Por exemplo, a
dindmica da variavel y depende do valor da propria variavel e também do valor da variavel x.
Similarmente, o mesmo ocorre para essa segunda varidvel, cuja dindmica ird depender de ambas

variaveis.

Em problemas em que dinamicas de diferentes varidveis interagem entre si, podem-se representar
essas dindmicas com influéncia mitua com um sistema de equacdes de diferenca. Existem diversos
tipos de sistemas de equacdes de diferenca. Toda a discussdo apresentada aqui serd feita para sistemas
de equacdes de diferenca lineares de 1* ordem com duas equacdes e duas incognitas. Esses sistemas,
além de apresentarem muitas aplicagdes em economia, permitem uma apresentacdo mais breve de

diversos conceitos, sendo que, em geral, esses podem ser generalizados para sistemas maiores.

Um sistema de equagdes de 1* ordem linear genérico pode ser escrito como uma extensao da equagdo

de diferenca linear escrita acima, onde as e bs sdo parametros:
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X, =a;,X, +a,x, +b,

Vi =Gy Y, +ayXx, +b,

Note que a dindmica da variavel x depende dela propria e de y, além de pardmetros. Para y, idem. O
sistema acima ¢ um sistema de equagdes de diferenca lineares de 1* ordem ndo homogéneo. Note que
esse sistema ¢ muito bem representado fazendo uso da algebra linear:

X

a a X b
1 11 12 1
+ t

Vi a,, dp \J, b,

Como veremos, o uso da algebra linear ird facilitar em muito a resolugdo de problemas.

Este capitulo analisa apenas os sistemas homogéneos, onde b, e b, sdo nulos:

X4 ay  dp | X

Vi Ay, Ap N\,

Para uma discussao sobre sistemas ndo homogéneos, ver Gandolfo (1997).

2. SISTEMAS DE EQUACOES DE DIFERENCA LINEARES DE 1* ORDEM HOMOGENEOS

Este capitulo tem como foco os sistemas homogéneos, que sdo relativamente simples e apresentam
grande aplicabilidade em Economia. Inicia-se a discussdo com os sistemas desacoplados, em que a

matriz com os coeficientes do sistema de equagdes ¢ diagonal:

X a, 0} x

Yin 0 a,)\y

Na verdade, o sistema conta com duas equagdes de diferenga separadas e independentes: x,,, =a, X,

€ Y, =ad,Y,- Ou seja, elas sdo simplesmente equagdes de diferenga de 1* ordem do tipo 2, como

discutido no capitulo anterior. O valor da variavel x no periodo subsequente depende de uma constante

a;; e de seu valor no periodo corrente. O mesmo ocorre com y. As solugdes de equagdes assim ja

. . ot ot < .
foram apresentadas no capitulo anterior: x, =a,, x, € ¥, =a,, ¥,, onde X, € Y, sdo 0s respectivos
valores iniciais. Diz-se que as equagodes sdo desacopladas porque ndo existe uma interagdo entre as
variaveis.

Entretanto, uma varidvel pode depender também de outra variavel caso haja a interacdo entre elas, a

matriz ndo ¢ diagonal e deve-se desenvolver um método de resolucdo. A resolucdo de sistemas
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desacoplados ¢ bastante simples, como vimos. O método de resolucdo de sistemas acoplados faz uso

de autovalores e autovetores, conceitos apresentados no primeiro capitulo.

. . , . X a, ap | X
Para facilitar a descrigdo do método, escreve-se o sistema, = , em um formato

Vi Ay, adp N\,

mais sucinto: XHl = AX .

Assim, o passo inicial ¢ partir de um sistema acoplado, X,,, = AX, e transformé-lo em um sistema
desacoplado, Z,,, =DZ, , onde D ¢ uma matriz diagonal. Em seguida, resolve-se esse sistema

desacoplado, como j& mostrado aqui. Por fim, transforma-se a resposta do sistema desacoplado em

uma resposta associada ao sistema acoplado.

Para tanto, assume-se que existe uma matriz P invertivel tal que se pode escrever a transformagdo de

X, em Z, da seguinte forma: X, = PZ, ou Z, =P'X,.

Entdo, partindo dessa ultima expressdo, temos:

Em um periodo posterior:

Zt+1 = PilXtJrl °
Sabendo que X,,, = AX,, temos:

Z.,=P'AX,.

Utilizando a relagdo X, = PZ,:
Z. =P'APZ =(P'AP)Z,
Sabendo que Z,,, = DZ,:
Z.,,=(P'4P)Z,=DZ,

Assim, conclui-se que se as suposi¢des feitas acima forem verdadeiras: D = P~' AP.

Para definirmos quais sdo as matrizes D e P, partimos dessa ultima relagdo e multiplicamos os dois

lados por P. Ficamos com:

AP =PD.
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Como estamos analisando sistemas com matriz de coeficientes 2 x 2, escreve-se P = [K Vz], onde

0
A

V1 e V3 sdo as colunas da matriz P. Além disso, representamos a matriz diagonal como

Assim, a relagdo acima toma o seguinte formato:

A0

an vl=ln ol )
2

Multiplicando essas matrizes, ficamos com:

[av, av,)=[aV, aP]

Isso implica em AV, = AV, e AV, = A,V,, que representam a propria defini¢do de autovalores e

autovetores. Ou seja, a matriz P tem como colunas os autovetores da matriz 4 e a matriz D ¢ formada

pelos autovalores da mesma.

Assim, o sistema desacoplado, Z,,, = DZ,, pode ser escrito como:

A 0z
0 4, \w

t

t+1

Wt+l

Esse sistema tem como solugdo: z, = 4z, = A4 e w, = L,w, = BA,, em que os valores iniciais de
z, ede w,, z, € w,, foram substituidos para efeitos didaticos pelas constantes genéricas A ¢ B.

t

1

Assim, temos a solugdo do sistema desacoplado, Z, = .De posse desta, obtém-se a solugdo

2

final do sistema acoplado, fazendo uso da transformagdo, X, = PZ,:

t
2

t
A t t
X,=p2,=(, V)0, |=aav 8L,
BA
Essa solucdo é obtida sempre que existirem as matrizes P e D. Isso ocorre quando temos dois
autovalores reais ou dois autovalores complexos, como ilustrado numericamente nas se¢des 3 e 4,
respectivamente. Entretanto, isso ndo necessariamente ocorrera quando os autovalores forem

repetidos, como veremos na se¢ao 5.

No primeiro capitulo, onde foram introduzidos os conceitos de autovalores e autovetores, foram

mostrados trés exemplos numéricos. No primeiro foram obtidos dois autovalores reais, no segundo,
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dois autovalores complexos conjugados e no terceiro uma raiz dupla real. Esses mesmos exemplos sdo

utilizados nas trés proximas sec¢des a seguir como exemplo numérico.

3. AUTOVALORES REAIS APLICADOS A RESOLUCAO DE SISTEMAS LINEARES

Esta secdo apresenta um exemplo numérico sobre como utilizar autovalores reais na resolugdo de

sistemas de equacdes de diferenca lineares de 1* ordem. Seja um sistema representado por:

Yin -2 1 Vi
O primeiro passo para resolver esse problema ¢ obter os autovalores e autovetores da matriz
4 1
A= .
-2 1
Como vimos no primeiro capitulo, os autovalores e autovetores sao:

A =2
A, =3

De posse dos autovalores e autovetores, montamos a solucao para o problema:

1 1
thAﬂiVl+B}J2V2=A2’[ 2}33’( J

4. AUTOVALORES COMPLEXOS APLICADOS A RESOLUCAO DE SISTEMAS
LINEARES

Como ja discutido, todo o procedimento acima aplicado a duas raizes reais € valido se a matriz P tiver
inversa, ou seja, sempre que tivermos dois autovetores distintos para formar essa matriz. Isso ocorre
quando os autovalores sdo reais e distintos e também quando sdo complexos conjugados. Ou seja, a
solugdo descrita nas secdes anteriores ¢ valida para ambos os casos. Entretanto, para valores

complexos, deve-se reescrever essa solugdo para torna-la mais facilmente analisavel.

Assim, partimos da solucdo obtida anteriormente:
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X, =AXV, + BAV,.

Note que quando os autovalores sdo complexos, eles sdo conjugados:
A =a+if, L, =a—if,

€ 0 mesmo ocorre com 0s autovetores:

Vi=u+iveV, =u—iv.

Assim, a solugdo do sistema toma o seguinte formato:

X, =A(a+if) (u+iv)+B(a—if) (u—iv).

Note que a soma de numeros complexos conjugados se torna um numero real:

(a + bi) + (a —bi) = 2a = 2Re(a + bi), onde Re indica que temos apenas a parte real do numero

complexo correspondente.

Usando desse artificio, se 4=C,+iC, e B=C, —iC,, em que Ce C, sdo constantes, a solugdo do

sistema se torna uma soma de conjugados. Portanto, ela pode ser escrita como:
X, =2Re{(C, +iC))(a+if) (u+iv)}.

Para que essa solugdo seja mais facilmente analisavel, deve-se simplificar o termo (a +if3)".

O diagrama a seguir representa um niimero complexo « + i3 em coordenadas polares:
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DIAGRAMA 1
Numero complexo em coordenadas polares

o e
O diagrama permite obter as seguintes relagdes:

a
r=(a*+p%)"?, cosf==e sen@zﬁ.
r r

Assim, o nimero complexo ¢ +iff ¢ reescrito como:

a+iff= r(g +i£j = r(cos @ +isen).
roor

Isso implica, utilizando de Moivre, que: (o +if3)" =r'(cos @ +isend)' = r'(cos[tO] + isen[tO]).

Substituindo essa ultima relagdo, obtém-se a seguinte expressdo para a solugdo do sistema:

X, =2Re{(C, +iC,)r' (cos[tO] +isen[tO)(u +iv)} = Re{(D, +iD,)r' (cos[tO] +isen[tO)(u +iv)},
em que D, e D, sdo constantes

Por fim, ficamos apenas com a parte real dessa expressao:
X, =r'{D,(cos[tOlu — sen[tOv) — D, (sen[tO%u + cos[tO]v)} .

Esta ¢ a expressdo final que buscdvamos. Segue um exemplo numérico para ilustrar o uso dessa

expressao. Partimos do seguinte sistema:

Lo )
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1

2
Inicialmente, obtém-se os autovalores e autovetores da matriz B :[ b 1) como ja realizado no

primeiro capitulo:

A =1+2i
A, =1-2i

0
(HOH

De posse dos autovalores e autovetores, montamos a solucdo para o problema:

r:(az +ﬂ2)1/2 :(12 +22)l/2 :51/2'

N V4
0 que implicaem @ ~ ——

cos@z% esent = .
5 2,84

172 °
5

Substituindo esses valores, bem como as partes reais e imaginarias dos autovetores, na expressao

descrita acima, temos:

= ool ol )2 ool s o)L )

5. AUTOVALORES REPETIDOS APLICADOS A RESOLUCAO DE SISTEMAS LINEARES

As duas sec¢des anteriores apresentaram exemplos onde existiam dois autovetores distintos. Assim,
pode-se construir a matriz P, a partir desses autovetores, e obter a matriz diagonal. Diferentemente,
quando os autovalores sdo repetidos, em geral, ndo se obtém dois autovetores distintos. Isso ocorre

apenas quando a matriz que deu origem ao autovalor repetido j4 for diagonal.

Por exemplo:

s )
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Essa matriz tem como autovalor duplo real, 2,1 :/12 =3. Como a matriz ji é diagonal e, portanto,

representa um sistema desacoplado, é possivel obter dois autovetores distintos e ndo multiplos, por

lo, V. ! V. 0
exemplo, V| = eV, = .
0 1

Para uma matriz genérica em que os autovalores sdo iguais, iSso ndo ocorrera.
. . 12 R
Como vimos, para a matriz D = , 0s autovalores sdo /11 =/12 =3, e temos apenas um

-2
1

autovetor: ¥, =

Como temos apenas um autovetor, nio existe a matriz P, tal que P~ AP = D, e também ndo existe a

matriz diagonal com os autovalores. Portanto, como resolver um sistema como:

1 2Y«x

X t

t+1

Yin -2 5 Vi

Uma vez que a matriz diagonal ndo existe, partimos de uma matriz semelhante a esta, que ¢ a quase

1

diagonal (QD): OD = 2

Propdem-se ainda uma matriz P tal que a relagio P~' AP = 0D exista.

Assim, seguindo passos similares aos utilizados para quando a matriz diagonal existia, temos:

A1
AP =P
0
A1
A[VI VZ]:[Vl V, 0 4

[av, ar =l v+an]
A primeira relagdo, AV, = AV}, indica que 4 é o autovalor real duplo e V; ¢ o autovetor da matriz A,

ambos j& obtidos numericamente anteriormente.

Da segunda relagdo, temos AV, =V, + AV, que ¢é rescrita como:
(A —]ﬂ,)V2 =V, onde V¢ o autovetor generalizado.

Note que, nos exemplos anteriores, a matriz diagonal existe, P~' AP = D, e a matriz P ¢ formada pelos

autovetores da matriz 4. Nesse caso com autovalores repetidos € um unico autovetor, em que a matriz

diagonal ndo existe, a matriz P ¢ formada tendo como colunas o Unico autovetor da matriz 4 em

conjunto com esse autovetor generalizado, P = [K Vzl

Seguindo o exemplo numérico, qual seria esse vetor?

76



Crash Course em Matemdtica para Economistas 1: Algebra Linear —- CEDEPLAR/UFMG — TD 539(2016)
(A-12), =V,
1-3 2 \=x 1
-2 5-3)\y 1
Temos entdo em ambas as relagdes que —2x +2y =1. Qualquer vetor que respeite essa relagdo pode

ser o escolhido, por exemplo:

b 0
21172

O préximo passo € a obtengdo da solucdo do sistema quase desacoplado:

Zt+l = (QD)Zt

Zin A 1Y)z

Wi 0 2\w,)
No caso da variavel w, tem-se uma equagdo desacoplada, w,,, = Aw,, cuja solugdo ja conhecemos:
w, = w,.

Para z, temos uma equagdo acoplada: z,,, = Az, + w,. Para que a solugdo dessa equacio seja inferida,
escreve-se a mesma com diferentes valores de t:

z, =Az, +w,,

z, = Az, +w, = AAzy + wy) + Aw, = 2,220 +2A)w,,

zy = Az, 4w, = Az, + QAW,) + Aw, = Xz, + B )w,
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Por inspegdo, infere-se que:
_qt -1
z, =z, +tA " w,.

De posse das solugdes de w e z,

2\ (Azg+tA 7wy | [ AX +BiA™
Aw, BA

W

em que as constantes foram trocadas por outras genéricas para fins didaticos, obtemos a solug¢do do

sistema acoplado por meio da relagio X, = PZ :

AX +BtA™
X, =, v, )(fv J =0 ) T |k B BV,
t

Continuando o exemplo numérico:

1 0
X, =(43 +Bt3"™")| |+B3
1 1/2

Em todos os exemplos numéricos, ndo se definiu os valores das constantes A e B. Esse procedimento
serd realizado na secdo 7, quando serdo mostradas duas aplicagdes de sistema de equagdes de
diferenca. A proxima secdo discute a estabilidade dos sistemas tendo como base as expressdes obtidas

nesta e nas duas se¢des anteriores.

6. ESTABILIDADE DE SISTEMAS DE EQUACOES DE DIFERENCA

Um sistema de equagdes de diferenca pode ser convergente, oscilante ou divergente. No primeiro

X k
caso, a solugdo de longo prazo assume um unico valor bem definido, ou seja, hm[ tJ = ( kl ]: cm
2

t—® t

Y

tendem para o infinito. Um sistema pode ainda apresentar uma soluc¢do oscilante, quando esta for

t—0

x k
que k, e k, sdo constantes. Um sistema diverge quando hm[ IJ:(/{I]’ em que k, elou k,
2

finita, mas ndo assumir um tnico valor bem definido e, sim, um conjunto deles.
Segue uma analise sobre a convergéncia das solugdes para cada uma das possibilidades de resposta

discutidas nas se¢des anteriores. Assume-se que ambas constantes, 4 e B, sdo diferentes de zero.

6.1. Dois autovalores reais distintos
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Como vimos, a solucdo quando temos dois autovalores reais distintos ¢ dada por

X
[y’j = AAV, + BA,V,. Note que:
t

0
i)se 4, e(—11) e 4, e(=L)), hm(;tJ = (O}

t—0o0 t

ii)sed, e(-L1) e A, =1, lim(xtj:BVzé

t—o0 t

t—0 t

iiiyse 4, e(=L1]e A, =—1, hm(xtJ = (—1)' BV,, 0 sistema oscila entre dois valores; e

iv) 4 € (—o0,~1)U(l,0) e/ou A, € (—0,~1)U(l,00) o sistema diverge, com oscilagdes ou ndo.

6.2. Dois autovalores complexos

Partimos da solucdo para dois autovalores complexos que ¢ dada por:

[xt J =r"{D,(cos[tONu —sen[tOv)— D, (sen[tOu + cos[tO]v)}.

t

Note que:
i)se r €[0,1), ou seja, a’ + ﬁz <1, o sistema converge oscilando;

ii) se » =1, o sistema oscila; e

iii) se » > 1, o sistema diverge oscilando.

6.3. Autovalores repetidos para matrizes nio diagonais

Como vimos, a solucdo para autovalores repetidos para matrizes ndo diagonais ¢ dada por:

xt t t-1 t
[ jz(Aﬂ, +BtA7 )V, + BAV,.
Vi
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Note que:

i)se 4 e€(—11), o sistema converge; e

ii) se |ﬂ,| >1, o sistema diverge.

7. APLICACOES DE SISTEMA DE EQUACOES DE DIFERENCA

Os sistemas de equagdes de diferenca sdo aplicados em diversos modelos econdmicos. Serdo
apresentadas duas dessas aplicacdes: o modelo populacional de Leslie e o processo de Markov. Ambos

os exemplos sdo facilmente resolviveis com o ferramental discutido aqui.

7.1. Modelo populacional de Leslie

Considere uma espécie que pode viver no méaximo durante dois anos. Sejam x os individuos no
primeiro ano de vida e y os individuos no segundo. Sejam a; e o, as respectivas taxas de reproducado e
B a taxa de mortalidade dos individuos no primeiro ano de vida. O sistema de equagdes que traduz a

dindmica populacional dessa espécie ¢ dado por:

[XMJ_( a, az](xzj

Ve 1- ﬂ 1 0 Y

Como exemplo numérico, assuma que Q, =1 e que a, = 4, isto é, cada individuo no primeiro ano de
vida tem um filhote e cada individuo no segundo ano de vida tem quatro filhotes por ano. Além disso,

assuma que 3 =1/2, ou seja, metade dos individuos morre entre o primeiro e o segundo ano de vida.

Substituindo esses valores no sistema acima, temos:

xa| (1 4)x
vur) W2 0y,
_ 1 4 1
Os autovalores e autovetores da matriz 4= sdo: A4, =2, 4 =-LV =
1/2 0 1/4

b 1
2 212)
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Assim, montamos a resposta do sistema:

o)
= A2 +B(-1)
y, 1/4 ~1/2

Note que as constantes 4 e B aparecem nas solucdes de sistemas de equacdes de diferencga
apresentadas anteriormente nas se¢des 3, 4 e 5. Entretanto, até este ponto no capitulo ndo se discutiu
como que estas constantes sdo estimadas. Isso sera realizado nesta aplicagdo e também na préoxima.

Obtém-se os valores dessas constantes a partir de alguma informagdo complementar sobre o sistema.
Uma informacgdo que é comumente utilizada ¢ a condi¢do inicial do sistema. Por exemplo, assuma que
a populagdo dessa espécie em estudo era, inicialmente, igualmente distribuida entre individuos no

primeiro e no segundo ano de vida, em um total de 100 individuos:
X ) (50
v,) (50)
Utiliza-se essa informagdo na obtencdo de 4 e B:
X, 1 1 50
=4 +B =
Yo 1/4 -1/2 50

Dai, tem-se que: 4 =100 e B = -50.

Assim, ap0s a obtencao do valor dessas constantes, a solu¢do do problema se torna:
X, ,( 100 (=350
=2 +(-1)
Vv, 25 25

A partir dessa expressdo, podemos obter as populagdes para qualquer t. Por exemplo, em t = 1, temos:

Ao )

Ou seja, dentre os 50 individuos no primeiro ano de vida em t = 0, 25 sobreviveram para estar no
segundo ano de vida em t = 1. Além disso, os 50 individuos no primeiro ano de vida em t = 0 tiveram
50 filhotes e os 50 individuos no segundo ano de vida em t = 0 tiveram 200 filhotes, totalizando 250

individuos no primeiro ano de vidaem t = 1.
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7.2. Processo de Markov

O processo de Markov ¢ muito utilizado em estudos dindmicos que envolvam probabilidades de
transi¢do. No exemplo apresentado aqui, temos as probabilidades de transicdo entre os estados de
empregado e desempregado, como mostra a tabela 1. Dentre os empregados no tempo t, a
probabilidade que o individuo continue empregado em t + 1 ¢ ¢ e a probabilidade que ele se torne um
desempregado ¢ I — ¢. Similarmente pare os desempregados em t, as probabilidades sdo

respectivamente p e / — p de se tornar empregado ou continuar desempregado em t + 1.

TABELA 1
Processo de Markov

Empregado no tempo t
Sim Né&o
Sim q p
Empregado no tempo t + 1 -
Nao 1-q 1-p

Representando como x os empregados e y os desempregados, essa tabela representa o seguinte sistema

de equacdes de diferenca:

(%sz(q p:I&j
Vin l-qg 1-p\y,

Essa matriz com as probabilidades de transicdo, a matriz de Markov, ¢ uma matriz com elementos

ndo negativos cuja soma em cada coluna em separado ¢ igual a um.

Az( 1 P j,com p.q €[0,1].
I-q¢ 1-p

O procedimento para resolver esse sistema de equagdes de diferenga ¢ o mesmo ja realizado, e inicia-

se com a obten¢ao dos autovalores e autovetores:

F—ﬂ p ‘:0

l-g 1-p-4
(g-ADA-p-1)-(p)1-¢g)=0
2 +(p—q-D)A+(g—p)=0
A =1

A=q-p
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1
Para A; = I, o autovetor é X —{(l—qy].
p

1
Para A, = g — p,temos: X, =( lj'

De posse dessa informag@o, montamos a resposta:

(; J - A[(l —lq%] +B(g-p)' (_IJ

Como exemplo numérico, assuma que q = 0,8 e p = 0,5, entdo temos:

(343200

Para determinar os valores das constantes, assuma que a taxa de desemprego hoje é de 40%:

oG
(o))

Dessa relacdo, obtém-se os valores de A = 500/7 e de B = -80/7. Substituindo na expressdo acima,
temos:

x| (50077 +(03) ~80/7
) 1200 7 s0r7
Qual ¢ a taxa de desemprego em t = 1?
X\ 500/7 4 (03) —-80/7 ~ 476/7 (68
w) (2097 7 N 807 )7L 244 )T (32)
No longo prazo, t — o, temos:
X, 500/7 71,4
) (2007 )7 28,6)
Este capitulo discutiu alguns pontos relacionados aos sistemas de equagdes de diferenca de 1* ordem.

O proximo capitulo apresenta um topico similar, que s@o os sistemas de equagdes diferenciais de 1*

ordem.
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CAPITULO 6 - SISTEMAS DE EQUACOES DE DIFERENCIAIS DE 1* ORDEM

A dindmica unidimensional da evolugcdo de uma varidvel continua pode ser analisada a partir de
equacdes diferenciais, como foi discutido no quarto capitulo. Entretanto, de forma geral, muitas
variaveis tendem a evoluir por meio de interacdes com outras variaveis, caracterizando dindmicas que
sdo mutuamente afetadas por um conjunto de variaveis. Para problemas assim, como discutido no
capitulo anterior, quando o tempo ¢ discreto, podem ser utilizados os sistemas de equacdes de
diferenga. Todavia, quando o tempo € continuo, uma das ferramentas utilizadas no estudo da dindmica

de multiplas varidveis que interagem € o sistema de equagdes diferenciais.

Existem muitos tipos distintos de sistemas de equacdes diferenciais. Muitas aplicagdes em economia
utilizam sistemas de equagdo de 1* ordem e a discussdo aqui se restringe a esses sistemas. Serdo
apresentados os seguintes pontos sobre o tema: i) Introducdo aos sistemas de equacdes diferenciais de
1* ordem; ii) Resolvendo sistemas com autovalores reais distintos; iii) Resolvendo sistemas com
autovalores complexos conjugados; iv) Resolvendo sistemas com autovalores repetidos; V)
Estabilidade de sistemas lineares; vi) Estabilidade de sistemas ndo lineares; vii) Aplicagdo de sistema
de equagdes diferenciais lineares de 1* ordem; e viii) Diagrama de fase: aplicagdo de sistema de
equagdes diferenciais ndo lineares de 1* ordem. Assume-se que o leitor tenha conhecimento sobre
conceitos basicos de dalgebra linear, de integracdo, ¢ de equagdes diferenciais de 1* ordem,
respectivamente como apresentado no primeiro, terceiro e quarto capitulos. Além disso, esse sexto
capitulo apresenta similaridades com o capitulo anterior, pois os formatos de sistemas de equagdes de
diferenca de 1? ordem e sistemas de equacdes diferenciais de 1* ordem sdo similares, e os métodos de

resolucdo também sdo semelhantes.

1. INTRODUCAO AOS SISTEMAS DE EQUACOES DIFERENCIAIS DE 1* ORDEM

No quarto capitulo foram apresentadas as equacdes diferenciais de 1* ordem. Por exemplo, a equacdo

d o . :
separavel ;y = ky, que representa a dindmica de uma variavel que varia com taxas constantes. Outro
t

exemplo foram as equagdes lineares com coeficientes constantes, d_y =ay+b.

dt
Quando analisamos equagdes assim, a dinamica da variavel y depende somente do valor da prdpria
variavel e de pardmetros. Entretanto, como ja discutido no capitulo anterior, quando foram
apresentados os sistemas de equagdes de diferenca, em muitos problemas econémicos a dindmica de
uma varidvel depende ndo sé de seus proprios valores como também do valor de outras variaveis. Essa

mesma perceptiva esta presente nesse sexto capitulo.

Portanto, em problemas com o tempo continuo, diferentemente das equacdes de diferenga que tratam
do tempo discreto, onde dinamicas de diferentes varidveis interagem entre si, pode-se representar essas
dindmicas com um sistema de equacdes diferenciais. Entre os diversos tipos de sistemas, a
apresentagdo aqui tem como foco os sistemas de equacdes diferenciais de 1* ordem com coeficientes

constantes. Inicialmente, discutem-se os sistemas de equacdes lineares com duas equagdes e duas

84



Crash Course em Matemdtica para Economistas 1: Algebra Linear —- CEDEPLAR/UFMG — TD 539(2016)

incognitas. Esses sistemas, além de apresentarem muitas aplicagdes em economia, permitem uma
apresentagdo mais breve de diversos conceitos, muitos destes semelhantes aos ja apresentados na

discussdo anterior sobre sistema de equagdes de diferenca.

Um sistema de equagdes linear de 1* ordem ¢ uma extensdo natural da ultima das equagdes

diferenciais apresentadas anteriormente e tem o seguinte formato:

E:anxwtalz)ﬂrbl

d—J;:a21x+a22y+b2

A ., X P - -
Note que a dindmica da variavel x, d—, depende do valor da propria variavel, da variavel y e dos
t

parametros. O mesmo ocorre com a variavel y.

De forma similar ao realizado no capitulo anterior, aqui também se analisam os sistema homogéneos,

onde b, =b, =0.

Um sistema de equagdes diferenciais lineares de 1* ordem homogéneo com coeficientes constantes

pode ser escrito fazendo uso de matrizes:

).C a11 alz X . dx . dy
= ,onde x=—¢€¢ y=—".
)% a,, a, \y dt dt

Ou de forma mais sucinta, X = 4AX, onde os elementos da matriz A sio todos constantes.

A metodologia de resolugdo analitica de sistemas assim € apresentada nas proximas trés se¢des. Faz-se
uso de autovalores e autovetores, tema apresentado no primeiro capitulo. Na se¢do cinco discute-se a
estabilidade das solugdes analiticas apresentadas nessas se¢des. Na se¢do 7 apresenta-se um exemplo
aplicado. Essa apresentagdo €, em muitos aspectos, similar a discutida para os sistemas de equagdes de

diferenca discutidos anteriormente.

Esse capitulo também apresenta os sistemas ndo lineares. Segue um exemplo ilustrativo que sera

discutido em maior profundidade na se¢do 8.

Imagine duas firmas e assuma que cada uma delas ocupe um determinado mercado a partir de uma
variacdo logistica das vendas. Como vimos no quarto capitulo, a equagdo logistica pode ser escrita

como:

d .
9 (a—by)y,onde a e b sdo constantes positivas.

dt

Assim, sejam X e y as respectivas vendas das firmas 1 e 2, as equagdes de crescimento das vendas sdo

respectivamente representadas por:
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dx

E =(a, —bx)x

dy . .
E = (a2 —b2 y)y,onde as e bs sdo constantes positivas.

Note que as equacdes diferenciais nesse formato ainda sdo desacopladas, ou seja, a dindmica de

vendas de cada uma das firmas ¢ determinada unicamente pelas vendas da propria empresa.

Agora assuma que existe uma competi¢do entre as firmas pelo mesmo mercado, isto é, as vendas de
uma firma influenciam as vendas da outra de forma negativa. Inclui-se, assim, um termo negativo que

dependa das vendas de ambas as firmas. Assim, obtemos:

dx

E =(a,—bx—cy)x

dy N .

E = (a2 —bzx —czy)y,onde as, bs e cs sdo constantes positivas.

Desta forma, obtém-se um sistema de equacdes diferenciais ndo lineares de 1* ordem. Esses problemas
podem apresentar uma resolug@o analitica muito sofisticada, o que ndo ¢ realizado nesse capitulo.
Entretanto, a estabilidade desses sistemas ¢ discutida na secdo 7 e utilizam-se diagramas de fase para

que uma ideia da dindmica do problema seja obtida, como discutido na se¢do 9.

2. RESOLVENDO SISTEMAS COM AUTOVALORES REAIS DISTINTOS

No capitulo anterior os sistemas de equagdes de diferenca lineares de 1* ordem foram resolvidos
fazendo uso de autovalores e autovetores. Os sistemas de equacdes diferenciais lineares de 1* ordem
sao resolvidos de forma similar. Essa se¢do descreve como resolver esses sistemas também tendo
como foco sistemas com duas equagdes e duas incdgnitas, em uma discussdo semelhante a ja

apresentada para equagdes de diferenca.

Parte-se de um sistema genérico, X = 4X , como o representado a seguir:

X\ (ay a,)x

Yy ay, dp \)Y

O objetivo ¢ transformd-lo em um sistema desacoplado, cuja matriz dos coeficientes é diagonal,

Z = DZ.Como vimos, essa matriz diagonal é formado pelos autovalores da matriz 4*

z) (4 0z
v'v_Ol2 w)/
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Esse sistema ¢, na verdade, composto de 2 equagdes diferenciais independentes de 1* ordem

separaveis:

z=Az

w=Aw

Como vimos no quarto capitulo, essas equacdes diferenciais de 1* ordem separdveis sdo facilmente

resolvidas pelo método de separagdo de variaveis. As solugdes sdo respectivamente:
A

z=Be™

w=Ce™ ,onde B ¢ C sdo constantes.

Assim como foi feito para o sistema de equacdes de diferenca, assume-se que existe uma matriz P,

cuja inversa P’ existe, tal que X = PZ. Novamente essa matriz P serd formada pelos autovetores da

matriz A.
Dai, temos:

Be™
X=pPz=[V, ¥,

Ce™
Por fim:

X(t)=Be"'V, +Ce™V,.

~ 1 gq: . 1 -, ,
Note que essa solugdo é valida quando as matrizes Pe P existirem, 0 que ocorrerd sempre que 0s

autovalores forem reais e distintos.

A discussdo prossegue com um exemplo numérico, utilizando a mesma matriz apresentada no 1°

capitulo e também utilizada no capitulo anterior.

Seja um sistema representado por:

X 4 1)\ x

y) =2 1y

Como vimos, os autovalores e autovetores da matriz 4 = 5 1 sdo:
A =2el,=3.

V, = 1 eV, = 1

Pl-2) (-

De posse dos autovalores e autovetores, temos como solu¢do do problema:
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Xt—Bz’l C3’l
(t)=Be _2+e .

3. RESOLVENDO SISTEMAS COM AUTOVALORES COMPLEXOS CONJUGADOS

Como ja discutido para as equacdes de diferenca, todo o procedimento descrito acima para dois
autovalores reais distintos também ¢ valido para autovalores complexos conjugados. Ou seja, a
solucdo descrita na se¢do anterior também & valida para autovalores complexos. Entretanto, reescreve-

se a solucdo para torné-la mais facilmente analisavel.

Partimos da solugdo obtida anteriormente:

X(t) = Be"'V, + Ce™'V,.

Substituem-se na expressdo os autovalores e autovetores complexos conjugados:
X(t)=Be™ M (u+iv)+Ce" P (u—iv).

Seguindo procedimento andlogo ao realizado para equagdes de diferenca, fazendo as substituicdes
B=A4,+iA, ¢ C= A —iA,, e colocando e”em evidéncia, temos:
X(@)=¢e" 2Re[(A] +i4, )e’ﬁ “(u+ iv)],onde Re indica a parte real do nimero complexo.

Utiliza-se a relagdo de Euler, e = cos(/3) +isen(ft), para simplificar a expressio:

X (1) =e” 2Re[(A4, +iA, )(cos(fr) + isen(St))u + iv)],
Por fim, temos o formato final para a resolucdo de sistemas lineares com autovalores complexos:
X (1) =e”[(B, cos(fr)— B,sen(ft))u —(B,sen(fr)+ B, cos(S5t))v].

Como ilustracdo, segue um exemplo numérico, também com a mesma matriz utilizada no capitulo
anterior.

Partimos do seguinte sistema:

@ :(—12 ?j@

1 2
Como vimos, os autovalores e autovetores da matriz A4 z[ sdo:

-2 1

A =142ied, =1-2i
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Substituindo esses valores na expressao descrita acima, temos:

X(@0=¢ {(Bl cos(2) — Bysen(2t ))((l)]u —(B,sen(2t)+ B, Cos(2t))((l)ﬂ.

4. RESOLVENDO SISTEMAS COM AUTOVALORES REPETIDOS

Toda a discussdo anterior é valida para problemas onde as matrizes P, P’ e D existem. Como vimos

na discussdo com os sistemas de equacdes de diferenca, em problemas com autovalores repetidos em

1
matrizes ndo diagonais isso ndo ocorre, e utiliza-se uma matriz quase diagonal (QD): QD = [ .

0 4
Também como visto, a matriz P = (V1 Vz) ¢ formada por V), o autovetor da matriz dos coeficientes,

eV, , o autovetor generalizado, obtido a partir da relagdo (A —IA)V2 =V.

Inicialmente, determinamos a solugdo do sistema quase desacoplado, Z = (QD)Z :

z A 1)z
w) 0 Afw)
Assim como foi realizado na se¢do 2 deste capitulo, para w obtém-se uma equacdo de 1* ordem

separavel, que tem como solugdo:

w=Be”..

Para z, temos a seguinte equacgao diferencial:
s=Az+w=z+Be".

Reescrevemos essa equagdo no formato linear de 1? ordem, como:
z—JAz=Be".

O método de resolucdo de equagdes diferenciais lineares de 1* ordem foi apresentado no quarto
capitulo. Comparando essa expressdo com o formato padrdo desse tipo de equagdo,

§+ f(H)z=R(t), observa-se que f(1)=-A e que R(t)=Be”. Utilizando as expressdes
t

associadas ao método de resolucao desse tipo de equagdo, temos:
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h= [ f()dt =[— Adt =2t
20)=¢|["R@ydr +Cl=e*|[e 7 Be*dt + C|= e [Br +C]

Uma vez obtida essa solucdo do sistema quase desacoplado, obtém-se a solugdo do sistema acoplado:

e’ (Bt+C)

A
e t

X=Pz=(v, V, = (Bt +C)e™V, + BeV,.

Segue um exemplo ilustrativo.

2
Como vimos, a matriz A4 :( tem como autovalores, /11 = /12 =3, como autovetor, V, = { ,€
) 0
como autovetor generalizado, V, = ol

_ X I 2)x .
Portanto, o sistema| |= tem como solugdo:
y) \=2 Sy

1 0
X =(Bt+C)e”| |+Be” .
1 1/2

Assim como no capitulo anterior, em todos os exemplos numéricos ilustrados, ndo se definiu os
valores das constantes das solu¢des. Esse procedimento serd realizado na secdo 7, quando seré

mostrada uma aplicagdo de sistema de equacdes diferenciais lineares.

5. ESTABILIDADE DE SISTEMAS LINEARES

Assim como foi feito anteriormente na discussdo sobre sistemas de equagdes de diferenca, a
estabilidade dos estados estacionarios de sistemas de equagoes diferenciais lineares de 1* ordem pode

ser analisada a partir dos autovalores das solu¢des descritas nas trés secdes anteriores.

Em um estado estacionario, as derivadas com relacdo ao tempo de todas as variaveis do sistema sdo
nulas. Em sistemas com duas varidveis, como os descritos neste capitulo, temos que no estado

estacionario:
X a, a,|\x 0

y ay Anp \)Y 0

O estado estaciondrio, x*, pode ser estavel ou instavel. Caso seja estavel, este pode ser:

. . . , . . . o * [
i) assintoticamente estavel, ou seja, se o sistema estiver proximo de x , ele convergird para esse
ponto;
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b r . 7 ~ . . . . *
ii) globalmente estavel, isto é, ndo importa onde esteja o sistema, ele convergira para x ; ou

e oy . . r . * r
iii) o ponto pode ter estabilidade neutra, quando o sistema estiver proximo de x , ele permanecera

proximo desse ponto.

A partir dessas definigdes segue uma discussao para sistemas lineares com duas variaveis, inicialmente
para sistemas resolvidos com dois autovalores reais, depois com dois autovalores complexos e por fim

com uma raiz dupla real. Assume-se que as constantes sdo diferentes de zero.

Para autovalores reais e distintos, vimos que a solucdo do sistema ¢ dada por:

X(t) = Be™'V, + Ce™'V,. Entio, temos:
. , 0
i) Se 4, <0, 4, <0, temos: }ggX(t)z o)

i) Se A, <0, 4, =0, temos: lim X (t) = CV;

iii) Se A, >0 e/ou A4, >0, o sistema ¢ instével e divergira, pois lim X (#) ndo ¢ finito.
{—©

Nos dois primeiros casos, o sistema converge e o estado estacionario ¢ globalmente estavel.

Para autovalores complexos conjugados, sabe-se que a solugdo ¢ dada por:
X (1) =e”[(B, cos(ft)— B,sen(fr))u —(B,sen(fr)+ B, cos(S5t))v].
O que determina a estabilidade do equilibrio € o valor da parte real do autovalor « , pois o restante da

solugdo ¢ necessariamente limitado. Entdo, temos:

i)Se <0, limX(¢)= ol e 0 estado estacionario é globalmente estavel,
—0

ii) Se a = 0, temos uma solugdo somente com senos € cossenos, a solugao oscila em torno de um
ponto de equilibrio, e a estabilidade ¢ neutra;

iii) Se @ >0, o termo e¢” —> 00 quando ¢ —> oo, € 0 sistema ¢ instavel.

Para autovalores repetidos, a solugio do sistema é X (£) = (Bt + C)e™'V, + Ae™V,.

O sistema ¢ globalmente estavel para A< 0, e instavel para 2> 0. Se 1 = 0, o equilibrio ¢ instavel, por

causa do termo BtV;.

Em vez de autovalores como discutido aqui, em muitas aplicacdes em Economia usa-se o traco e o
determinante da matriz dos coeficientes para analisar a estabilidade de estados estacionarios. Esses

dois conceitos foram descritos no primeiro capitulo.

Segue uma discussdo sobre estabilidade de estados estacionarios utilizando o trago e o determinante.

a
Seja um sistema cuja matriz dos coeficientes ¢ representada por A4 = . Portanto, a equacdo
c

caracteristica para a obtengao dos autovalores ¢:
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A —(a+d)A+(ad —bc)=0.

P (a+d)t((a+d)’ —4(ad —bc))"?
5 .

Assim, temos como autovalores:

Como vimos acima, os autovalores podem ser reais e distintos, complexos conjugados, ou reais

duplos. Segue uma discussdo para cada um deles a partir dos valores de A =(a+d)* —4(ad —bc).

(a+d)

Se A =0, temos uma raiz dupla real, A = . Como vimos acima, para que o equilibrio seja

globalmente estavel, necessita-se que A < 0. Isso implicaem a+d =r(A4) <0.

Se A <0, as raizes sdo complexas conjugadas e para estabilidade assintdtica global, a parte real dos

autovalores deve ser negativa. Ou seja, como no caso anterior, a +d = tr(A4) < 0.

Se A >0, os autovalores sdo reais e distintos e se ambos forem negativos, o equilibrio sera

assintoticamente estavel. Se #7(A) < 0, entdo, necessariamente:

_ (a+d)—((a+d)’> —4(ad —bc))'"? <
2
_ (a+d)+((a+d)’* —4(ad —bc))"?
2

0.

A

O outro autovalor, A, <0, sera negativo se:

(a+d)+((a+d)* —4(ad —bc))"'? <0.
Isso somente ira ocorrer se r(A) < Oe, além disso:

(a+d)<—((a+d)* —4(ad —bc))'"*.

Isso implica em:

(a+d)* >(a+d)’” —4(ad —bc)
0> —4(ad — bc).

Por fim, (ad —bc) = det(A4) > 0.

Assim, se a matriz A4 tiver trago negativo e determinante positivo, o equilibrio ¢ estavel, uma vez que

isso ocorrera para as trés possibilidades de resposta.

6. ESTABILIDADE DE SISTEMAS NAO LINEARES
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Toda a discussdo anterior sobre estabilidade foi feita para sistemas lineares. Na primeira secdo desse
capitulo foi apresentado um sistema nao linear, que serd discutido em maiores detalhes na oitava se¢do

desse capitulo:

dx

Z =(a, —bx—c,y)x

dy R .

= =(a, —b,x—c,y)yonde as, bs e ¢s sdo constantes positivas.

Segue uma discuss@o sobre a estabilidade de sistemas naolineares, que se baseia na linearizagdo do

mesmo. Vejamos.

Um sistema nao linear como esse pode ser escrito sinteticamente como:
Y=F()

Por defini¢do, no estado estacionario, Y*, temos: ¥ = F(Y*)=0.
Defina H(¢)=Y(¢t)—Y *, com H(z) pequeno, ou seja, Y (¢) ¢ proximo do estado estacionario.

Seja Y(f)=Y *+H(¢) solugdo de ¥ = F(Y). Entio o sistema de equagdes, ¥ = F(Y), proximo ao

estado estaciondrio, pode ser escrito como:
d
E(Y*+H(t)) =F({Y*+H()).

Obtemos a expansao de Taylor de F'(Y *+H (¢))em torno do estado estacionario, Y*:

F(Y*+H(t))=F(Y*)+ DF(Y*)H(t)+ R(H(t)), onde R ¢ de restante do polinémio.

Por defini¢do, F(Y*)=0. Além disso, como H(?) ¢ pequeno, R(H (¢))tende a zero, ¢ ficamos com:
F(Y*+H(t))~ DF(Y*)H (¢).
Dai resulta que:
d
E(Y *+H(t))=DF(Y*)H ().
d d <
Note que Z(Y *+H(1))= EH(t),e entdo ficamos com:

d — %k
~-H(®)= DF(Y)H )
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Note que esse sistema ¢ exatamente igual ao sistema linear X =AX.0u seja, ¢ a linearizacdo do
sistema ndo linear quando esse estiver proximo de um estado estacionario. Assim, em torno desse
ponto podemos tratd-lo como um sistema linear, como discutido anteriormente, mas com a matriz
Jacobiana, DF(Y*),no lugar da matriz original. Assim como o equilibrio do sistema linear ¢
discutido a partir dos autovalores da matriz A, o mesmo ¢ feito para o sistema ndo linear com a matriz

Jacobiana.

Ou seja, se os autovalores da matriz Jacobiana DF(Y*) forem negativos ou tiverem uma parte real
negativa, entdo Y* ¢ assintoticamente estavel. Se um dos autovalores da matriz Jacobiana for positivo
ou se a parte real do autovalor for positiva, o equilibrio é instdvel. Ou, alternativamente, se

tr(DF (Y*)) < Oe det(DF(Y*))> 0, Y*é& estavel.

Um exemplo numérico é mostrado na segao 8.

7. APLICACAO COM SISTEMA DE EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES DE 1°
ORDEM

Essa se¢do apresenta uma aplicagdo com um sistema linear em Economia. Estuda-se a interagdo entre
inflacdo e desemprego. Inicialmente sdo definidas quatro equagdes, com as quais serda montado um

sistema de equagdes diferenciais de 1* ordem.

Assuma que a relacdo entre a taxa de variacdo salarial e taxa de desemprego ¢ linear e negativamente

inclinada:

s=a—bD, onde s ¢ taxa de variagdo salarial, D ¢é taxa de desemprego, e @ ¢ b sdo constantes

positivas.
A inflacdo ¢ uma func¢do de s, do aumento de produtividade, 7, e da taxa de inflagdo esperada, 7 :

p=a—-bD—-T+ grx, onde g € (0,1].
A inflagdo esperada € ajustada a partir da seguinte relagdo adaptativa:

7= j(p—r), onde je(0,1].
A taxa de desemprego varia como fun¢do da taxa de variacdo nominal de moeda disponivel, z, e da

inflagdo, p, a partir da seguinte relagao:
D =k(p— ), onde k > 0.

O objetivo ¢ escrever um sistema de equacdes diferenciais lineares a partir dessas trés ultimas

equagdes. Substituindo p da segunda das equagdes nas duas ultimas e reescrevendo, temos:

n=jla-bD-T+gr—-n)=j(g—1)7m—jbD+ j(a-T)
D=k(a-bD-T+gn—p)=kgm—kbD+k(a—T — )
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Esse sistema ¢ ndo homogéneo, assunto ndo abordado aqui. Apenas de forma ilustrativa, para torna-lo

homogeéneo, assuma que a = T'e que u=0:

w=jla-bD-T+gr—rn)=j(g—-l)x— jbD
D=k(a—bD-T +gn— u)=kgrw—kbD

Em formato de matriz:

B 25)

Para ilustrar o problema numericamente defina as constantes como: j=3/16, g=1,b=1ek =1:

b B 0 -3/16\ x
D)\t -1 \DJ

) 0 -3/16) _
Os autovalores e autovetores da matriz 4 = . sdo:

-1
A =3/4el, =1/4

A solugdo é:

T :Be3t/4 1 +Cet/4 1 i
D —4 ~4/3

8. DIAGRAMA DE FASE: APLICACAO DE SISTEMA DE EQUACOES DIFERENCIAIS
NAO LINEARES DE 1* ORDEM

Vimos anteriormente como obter a solucao analitica de sistemas lineares. Entretanto, em muitos casos,
principalmente quando a solugdo analitica ¢ de dificil obtencdo, podemos analisar sistemas sem que
seja necessaria a solugdo analitica do problema. No caso especifico dos sistemas ndo lineares, a
obtencdo de uma solugdo analitica pode ser um processo bastante complicado, € o uso dos diagramas

de fase pode ser particularmente conveniente.

Segue um exemplo completo de obten¢do de um diagrama de fase para um problema nao linear com
equagdes que representam a competi¢ao entre duas firmas, como ja descrito no capitulo. Como vimos,

as equagoes sdo:
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dx
E =(a, —bx—cy)x

d
i (a, —b,x—c,y)y, onde x ey sdo, respectivamente, as vendas da firma 1 e da firma 2.

dt

Note que se ¢; e ¢, forem negativos, a presenca de uma firma € benéfica a outra, ou seja, hé sinergia

entre elas.

Para facilitar o entendimento, usam-se como constantes os seguintes valores: ¢y =4, b1 =1,¢c1 =1, a,
=6, b, =3 e c,=1. Com a introdugdo dessas constantes obtemos a seguintes equacdes designadas

respectivamente de F'(x,y) e G(x,y):

dx
F(X,y)ZEI(LI-—X—y)X,

d
G(x,y>=7‘j=(6—3x—y>y.

Toda a discussdo sera feita em cinco passos.

Passo 1 — Obtenc¢ao dos estados estacionarios

Como vimos, nos estados estacionarios, temos:

& _dv_
dar dt

Entdo, ficamos com:

4-x-y)x=0
(6-3x—y)y=0

Esse sistema de duas equagdes fornece quatro pontos como estados estacionarios:
(0, 0), (0, 6), (4,0) e (1,3).

No primeiro deles, as firmas tem venda zero, ou seja, ainda ndo existem ou ja existiram e ndo existem
mais. No segundo ponto, a firma 2 domina todo o mercado e vende 6 unidades. No terceiro, a firma 1
domina todo o mercado e vende 4. No ultimo, as firmas coexistem, sendo que a primeira vende uma

unidade e a segunda 3.

Passo 2 — Anadlise de estabilidade dos estados estacionarios
Ilustra-se nesse passo a discussdo da se¢do 7. Uma vez obtidos os estados estaciondrios do sistema

niolinear, também como vimos, a estabilidade desses é analisada via matriz Jacobiana:
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F, F, 4-2x-y -X
DF(x,y)= =
G, G, -3y 6-2y-3x

Como vimos, assume-se que nas proximidades dos estados estaciondrios, o sistema pode ser
linearizado. Analisam-se os autovalores da matriz Jacobiana para cada um dos estados estaciondrios

em separado.

Ponto (0, 0):

4 0
DF(0,0)= 0 6) com autovalores 4, =4>0e 1, =6>0.

Como pelo menos um dos autovalores € positivo, o equilibrio ¢ instdvel. Note também, de forma
alternativa, que o trago € positivo.

Ou seja, seguindo a discussdo sobre estabilidade de estados estacionarios de sistema ndo lineares,
qualquer perturbagdo H(t) em torno desse equilibrio, com a entrada de uma ou mesmo de duas firmas
pequenas simultaneamente no mercado promove um afastamento do ponto. Isto ¢, as vendas tenderdo
a crescer a partir dessa pequena perturbacdo. Seguindo uma func¢do logistica, uma vez que a

competi¢do ¢ insignificante porque as firmas sdo pequenas.

Ponto (0, 6):

- 0
DF(0,6) = , com autovalores 4, =-2<0e 1, =-6<0.
-18 -6

Ambos os autovalores sdo negativos, ou, alternativamente, o traco ¢ negativo e o determinante ¢
positivo. Isso implica que o equilibrio ¢ estavel. Ou seja, qualquer perturbacdo em torno desse
equilibrio, com a entrada de uma firma pequena em um mercado dominado pela segunda firma,
promove uma competi¢do entre elas, com vantagem comparativa para a segunda, e a retomada de todo

o mercado pela firma dois.

Ponto (4, 0):

-4 -4
DF(4,0) = 0 6l com autovalores 1, =-4<0e A, =-6<0.

O equilibrio ¢ estavel e a situacdo ¢ analoga a anterior, mas com dominio de mercado pela firma 1.

Ponto (1, 3):
1 -1

DF(1,3)= 3 ) com autovalores 1;< 0 e A,> 0 ou, alternativamente, com traco € o

determinante negativos. O equilibrio ¢ instdvel. Quase qualquer perturbacdo no equilibrio de

coexisténcia das firmas leva a uma incipiente vantagem comparativa de uma delas, o que leva no
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longo prazo ao dominio de todo o mercado pela mesma. Como serd demonstrado a seguir, existe uma
linha divisoria nas regides de vantagem comparativa, de um lado a area de dominio da firma 1 e do
outro o dominio da firma 2. Exatamente nessa linha divisoria ndo existe vantagem para qualquer das
firmas. Assim, uma perturbagdo exatamente nesta linha implica em um retorno ao ponto de equilibrio.
Ou seja, na verdade, o equilibrio ¢ metaestavel, e pode ser representado por um ponto de sela, assunto

do proximo capitulo.

Passo 3 — Obtencao das isoclinas
. dx dy . .
No passo lobtemos os estados estacionarios, onde ?:0 e d—:O. Aqui analisamos essas
t t

. . . dx .
derivadas em separado. Queremos determinar os conjuntos de pontos onde j =0, independente do
t

dy

valor da outra derivada e vice-versa. Note que, se d_ =0e ? # (,s0 0 y varia e, assim, obtém-se as
t t

e L . e dy , . e .
regides onde as isdclinas sdo verticais. Similarmente, sed— =0 ed— # (), s6 x varia e as isoclinas sdo
t t

horizontais.

Para isoclina vertical temos:

%=(4—x—y)x:0,oqueimp1icaem x=0ouy=4—x.

Para isoclina horizontal:

%:(6_3x—y)x:0,oqueimplicaem y=0o0u y=6-3x.

Passo 4 — Obtencao do diagrama preliminar e anilise dos sinais das derivadas nas diferentes
regioes.
Toda a informagdo obtida nos passos anteriores € transferida para um diagrama, como mostrado no

diagrama 1.
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DIAGRAMA 1
Primeiros passos de um diagrama de fase

o1
(0.6) 4
(1.3)
>
(0.0) (4.0) "

. e . . x dy
As isdclinas separam quatro regides distintas. Devem-se analisar os sinais de 7 e d_ para cada uma
t t

delas. Para tanto, escolhem-se pontos arbitrarios em cada uma das quatro areas.

Por exemplo:

. d
para a regido A, ponto ('%, ), 7x> Oe —y>0;
t

para a regido B, (1/10, 5), @< Oe d—y>0;
dt dt

. d. d
para a regido C, (3, 1/10), Pooe —y<0; e
dt dt
para a regido D, (10, 10), @< Oe d—y<0.
dt dt

Essa informacao também ¢ transferida para o diagrama, como mostra o diagrama 2.

Passo 5 — Esquematizacio de curvas caracteristicas

Como ultimo passo, desenham-se curvas caracteristicas no diagrama. Note que o diagrama ¢ dividido
em duas regides. Uma area ¢ de dominio da firma 1, onde essa firma tem vantagem comparativa sobre
a outra. Na outra area, o dominio ¢ da firma 2. A linha diviséria entre essas areas passa pelos

equilibrios instavel (0, 0) e metaestavel (1, 3).
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DIAGRAMA 2
Diagrama de fase

SR
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CAPITULO 7 - ELEMENTOS DE ANALISE

Esse sétimo capitulo tem como objetivo apresentar brevemente alguns pontos introdutdrios de Analise
Matematica. Recomendam-se para discussdes mais abrangentes as seguintes referéncias: Lima (1995 e
2004) e também Simon e Blume (1994). Dentre os varios conceitos desse tema foram selecionados
alguns deles que sdo importantes para o entendimento do célculo de varias varidaveis no formato
discutido nos capitulos subsequentes, ou que sdo diretamente relacionados a teoria microecondmica
moderna. Mais especificamente, serdo discutidos os seguintes conceitos: i) Sequéncias de ntimeros
reais; ii) Sequéncias de Cauchy; iii) Conjuntos abertos; iv) Conjuntos fechados; v) Conjuntos
compactos; vi) Fungdes continuas e teorema de Weierstrass. Os conceitos serdo discutidos
basicamente para a reta, pois a discussdo fica mais simples e direta. Em dimensdes superiores, o
raciocinio é, em geral, andlogo. Somente para conjuntos abertos ¢ que serd apresentada uma breve
discussdo no R", pois esse conceito ¢ utilizado em defini¢des do calculo de varias varidveis. Assume-
se que o leitor tem familiaridade com conceitos introdutorios de geometria analitica e do calculo

diferencial de uma e de varias variaveis.

1. Sequéncia de nimeros reais

Seguem duas defini¢des que serdo utilizadas na discuss@o sobre sequéncias de numeros reais.

Supremo e infimo
Um conjunto X c ‘R diz-se limitado superiormente quando para todo x € X existe b'e R tal que
x <b". Diz-se que b"¢é cota superior de X . A menor das cotas superiores ¢ chamada de supremo de

X ou supX.

Seguindo um raciocinio analogo, um conjunto X < SR ¢ limitado inferiormente, se existe a’e ‘R tal
que a’< x. Diz-se que a’ é cota inferior de X . A maior dentre essas cotas inferiores é o infimo de X

ou infX.

Além desses dois conceitos, outro que sera utilizado na propria definicdo de sequéncia é o conceito de

, . . ey . , . *
nimeros naturais. Aqui utilizamos o conjunto dos niimeros naturais sem o termo zero: N ={1,2,3...}.
Sequéncias de nimeros reais

A . e ~ * . , * ,
Uma sequéncia ¢ uma funcdo x:N —> ‘R que associa a cada niimero natural N', um nimero real x,,
chamado n-ésimo termo da sequéncia. Pode-se representar uma sequéncia como (Xi, Xz,..., Xp,-.),

(Xn)nen OU, simplesmente, (X,). Seguem dois exemplos de sequéncia:

a) (I/n)aen=(1, %, 1/3,..)
b) ((-DMnen=(-1,1,-1,..)
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. , . . . * ’ A .
Seja N'um subconjunto infinito de N . Por exemplo, os pares ou os impares. Dada uma sequéncia x =
(Xn)nen, Uma subsequéncia de x ¢ uma restri¢gdo da fun¢do x a um subconjunto infinito N’dos nimeros

naturais e escreve-se a subsequéncia como (Xy)nen -

Dadas as duas sequéncias anteriores, obtemos, por exemplo, as subsequéncias com N’'= impares ¢ com

N’’= pares:

a) (I/m)nen = (1, 1/3, 1/5, ...)
(I/n)nen = (1/2, 1/4, 1/6, ...)

b) ((-1D)nen =(-1,-1,..)
(D)Mnen=(1,1,..)

A . . . \ . *
Note que na sequéncia descrita no exemplo a), os termos se aproximam de zero a medida que n € N
aumenta. Isto é, limxn = (. Observe, ainda, que, para o exemplo b), os termos oscilam entre -1 e 1,

ou seja, ndo tendem para um valor especifico.

Diz-se que a primeira dessas sequéncias tem limite, enquanto que isso ndo ocorre para a segunda.

Segue uma defini¢do formal de limite de sequéncia e outras defini¢des relacionadas.

Limite de sequéncia - Diz-se que o numero real a ¢ o limite da sequéncia (x,) quando para todo

numero real ¢ > 0, dado arbitrariamente, pode-se obter ny € N tal que todos os termos x, com indice n

> 1y, cumprem a condicdo |xn - a| <¢g.

Diz-se ainda que uma sequéncia que tem limite ¢ uma sequéncia convergente e converge para o valor

do limite da sequéncia.

Sequéncia limitada - Uma sequéncia (x,) diz-se limitada superiormente quando existe b € ‘R tal que
x, < b para todo n € N. Uma sequéncia (X,) diz-se limitada inferiormente quando existe a € ‘R tal que

a < x, para todo n € N. Uma sequéncia ¢ limitada se ¢ limitada superiormente e inferiormente.

Note que as duas sequéncias descritas nos exemplos a) e b) sdo limitadas. Todos os termos da
sequéncia (1/n),cn assumem valores entre 0 e 1. Para a sequéncia ((-1)"),cn, 0s valores estdo limitados
entre -1 e 1.

Teorema 1 - Toda sequéncia convergente ¢ limitada.

Demonstragao. Dado que a sequéncia ¢ convergente, ela converge para a = lim (x,). Tomando ¢ > 0,
vemos, por defini¢do de limite de sequéncia, que existe ny € N tal que n > ny implicax, € (a—g,a +

€). Sejam @ o menor e [0 maior elemento do seguinte conjunto finito {xi, X, ..., Xn0, a — €, @ + €}.
Como todos os termos de (x,) estdo contidos no intervalo [& , # ], (x,) ¢ limitada.

Note que a reciproca ndo ¢ verdadeira. Uma sequéncia limitada, como a do exemplo b) acima, ndo

necessariamente € convergente.

Uma sequéncia (x,) ¢ uma sequéncia mondtona quando, para todo n € N, tem-se X, < X1, OU s¢ja, a
sequéncia ¢ ndo decrescente, ou quando, também para todo n € N, tem-se x, > X,+1, isto €, a sequéncia

€ ndo crescente.
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Teorema 2 - Toda sequéncia mondtona limitada é convergente.

Demonstragao. Seja (x,) monodtona, digamos ndo decrescente, ou seja, X, < Xp41, € limitada. Escreve-
se o conjunto X = {X,,X,,...,X, ,...} € a=supX. Afirmamos que a = lim(x,). Com efeito, dado & > 0, o
numero a - € ndo ¢ cota superior de X, pois a menor das cotas superiores ¢ justamente supX = a. Logo,

existe n, € Ntalquea- g < X, <a. Assim, como a sequéncia ¢ mondtona ndo decrescente, para n >

Ny temosa - &< X, <X, <a<atee, assim, por defini¢do de limite de sequéncia, a sequéncia ¢
convergente, pois lim(x,) = a. Note que um raciocinio anadlogo pode ser feito para sequéncias ndo

crescentes.

Teorema de Bolzano-Weierstrass — Toda sequéncia limitada de numeros reais possui uma

subsequéncia convergente.

Demonstracdo. Baseado no que foi demonstrado no teorema 2, basta mostrar que toda sequéncia
limitada (x,) possui uma subsequéncia monoétona, pois esta é convergente. A demonstracdo serd feita

em duas etapas, cada qual com um exemplo.

Digamos que um termo X, da sequéncia ¢ destacado quando X, > X, para todo p > n. SejaD < N o
conjunto dos indices n tais que x, ¢ um termo destacado. Se D for um conjunto infinito, D = {n; <n, <

..<ng <.} entdo a subsequéncia (X,),ep S€rd monodtona nao crescente.

2,3

4
Segue um exemplo. Tome a sequéncia limitada X = {I,T,l, 5 J,—

S

Paran=1, x, = 1. Assim, para p > 1, temos para todo p, x, = xp? Ndo, isso ndo ocorre, € 0 termo

ndo € destacado.

Prosseguindo para n = 2, temosx, = % Para p > 2, temos para todo p, X, = xp? Isso ocorre € o
termo ¢ destacado.

Seguindo esse raciocinio, observamos que os termos impares ndo seriam destacados e os de niimero
par seriam. Assim, seria obtida a subsequéncia (X,)nep mondtona nao crescente, na verdade

234

decrescente, ¥ = {—,—,—,..}.

1’2737
Entretanto, se D for finito, seja 7, € Nmaior do que todos os n € D. Entdo x,,ndo ¢ destacado. Logo,

existe algum n , >n, com Xx, , > X, . Porsuavez, X , também ndo ¢ destacado, entdo existe algum

n; > n, com X, < Xp3. Seguindo esse raciocinio infinitamente temos uma subsequéncia monotona

crescente.

1.234
Segue um exemplo. Tome a sequéncia limitada X = {1,5,1,5,%,5..} .

Paran=1, x, =1. Assim, para p > 1, temos para todo p, X, = x,? Isso ocorre ¢ o termo ¢ destacado.
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Prosseguindo para n = 2, temos x, = % Para p > 2, temos para todo p, X, = X, ? Isso ndo ocorre € 0
termo nao ¢ destacado.

Seguindo esse mesmo raciocinio para os demais termos seria obtido um conjunto D finito com

somente o primeiro e terceiro termos: D = {1,1}.
Tomando o quarto termo da sequéncia x, = % , que ndo ¢ destacado. Logo, existe algum n > n,
com x, >X,, N0 €aso X5 = % Seguindo esse raciocinio infinitamente temos uma subsequéncia

By

, 2
monotona crescente: Y = {5,

(SN

3
4’

2. Sequéncias de Cauchy

Até aqui sempre que discutimos a convergéncia de sequéncias utilizamos diretamente o conceito de
limite da mesma. A convergéncia de sequéncias também pode ser relacionada com o conceito de
sequéncia de Cauchy.

Sequéncia de Cauchy - Diz-se que (x,) ¢ uma sequéncia de Cauchy quando, para todo ¢ > 0 dado

arbitrariamente, existe no € N tal que m,n > n, = |xm —-X,

<¢€.

Teorema 3 - Qualquer sequéncia convergente ¢ de Cauchy

Demonstragao. Se a sequéncia (x,) ¢ convergente com lim(x,) = a, entdo, por defini¢do, para todo & >

0 dado arbitrariamente, existe n,e N tal que m>n, 3|xm —a|<6‘/ 2, e também

n>n, = |xn —a| < &/2. Somando esses dois termos, temos: m,n > n, = |xn - a| + |xm - a| <g.

Usando a desigualdade triangular, |A + B| < |A| + |B

, temos que

E>

X, —a|+|xm —a| =x, —a|+|a—xm| 2|(xn —a)—(a—xm)| =\x, —xm|.

Assim, ficamos com: para todo & > 0 dado arbitrariamente, existe 7, e N tal que

X, — xm| < &, que ¢ a definicdo de sequéncia de Cauchy.

m,n>n, = |x,
Teorema 4 - Qualquer sequéncia de Cauchy é convergente
A reciproca da demonstragdo do teorema 3 serd feita em trés etapas via Lemas 1,2 e 3.

Lema 1 - Toda sequéncia de Cauchy ¢ limitada.
Demonstragido. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy, entdo m,n=2n, = |xn —xm| <é¢&.

Especificamente para m = n, isto também ¢ verdadeiro. Assim, temos: 7 > n, = < &. Tome

xn _an
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¢ = 1, entdo, temos: n>n;, = X, e()cn0 —l,xno +1). Seja b o menor e ¢ o maior dentre os
elementos do conjunto finito {x,,xX,,...,X,,X,, —1,x  +1}. Entio x €[b,c] para todo n € N,
logo (x,) ¢ limitada.

Lema 2 — Toda sequéncia de Cauchy tem uma subsequéncia convergente.

Demonstracdo. Por Bolzano-Weierstrass, toda sequéncia limitada possui uma subsequéncia

convergente, logo, o mesmo ¢ valido para uma sequéncia de Cauchy, que, pelo Lema 1, ¢ limitada.

Lema 3 — Se a sequéncia de Cauchy tem uma subsequéncia convergente com limite a, toda a

sequéncia também converge para esse limite.

Demonstragio. Dado que a sequéncia € de Cauchy, m,n > n, = |xm -X,

<g/2. Tome x, da
subsequéncia convergente com k >n, tal que |xk - a| < &/2. Assim, utilizando a desigualdade
triangular, para todo m 2 n, temos: |xm — a| = |(xm -x.)+(x, — a)| < |(xm - X; )| +|(xk — a)| <eg,
que, uma vez que ndo foi feita qualquer restricdo para m, ¢ a definicdo de sequéncia convergente.

As proximas trés segdes apresentam algumas nogdes topoldgicas relacionadas com conjuntos abertos,

conjuntos fechados e conjuntos compactos.

3. Conjuntos abertos

Para definirmos o que ¢ um conjunto aberto, inicialmente necessitamos da definicdo do que é um

ponto interior.

Diz-se que o ponto a ¢ ponto interior ao conjunto X < R quando existe um numero € > 0 tal que o
intervalo aberto (a - €, a + €) estd contido em X.
Por exemplo, tome o conjunto X =[0,1] < R. O ponto x = % ¢ interior a X, pois existe um niimero &

> 0 tal que o intervalo aberto (1/2 - €, 1/2 + ¢) esta contido em X. Por outro lado, o ponto x = 1 ndo ¢
interior a X, pois ndo existe um nimero ¢ > 0 tal que o intervalo aberto (1 - €, 1 + €) esteja contido em
X.

Cabe aqui discutir esse mesmo conceito de ponto interior também para o R", pois esse sera utilizado
posteriormente nos proximos capitulos, sobretudo em defini¢des do célculo de varias variaveis.

Um ponto a é ponto interior ao conjunto X < R" quando existe um namero € > 0 tal que a bola aberta
em torno de a, denominada bola-Epson ou bola- &, B, (a) = {x € R" :||x - r” < &}, esta contido em

X.

Segue um exemplo no R2. Tome o conjunto 4 = {(x,y) € R*:0<x<1,0< y <1}. O ponto (x, y) =
(%2, ¥2) € interior a A, pois existe um nimero € > 0 tal que a bola aberta em torno de (%2, 2), no caso

um circulo com centro (4, 5) eraio &, B,(a)={xeR’: ||(x, y)—(1/2,1/ 2)” < g}esta contido em
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A. Em contrapartida, o ponto (x, y) = (1, 1) ndo ¢é interior a A, pois ndo existe um numero € > 0 tal que

a bola aberta em torno de (1, 1), B, (a) = {x e R’ : ||(x, y)— (1,1)” < g}esteja contida em A.

Um conjunto formado unicamente por pontos interiores ¢ um conjunto aberto.

4. Conjuntos fechados

A discuss@o prossegue na reta real. Partimos da definicdo de ponto aderente, que ¢ essencial na

defini¢do de conjunto fechado.

Ponto aderente - Diz-se que um ponto a ¢ aderente ao conjunto X < R quando a ¢ limite de alguma

sequéncia de pontos x, € X .

Seguem trés exemplos de ponto aderente para X | = (0,])e também para X, =[0,1].
. 1 . :
Tome a sequéncia (x,) = —1) Note que todos os termos da sequéncia pertencem aos conjuntos
n+
definidos acima: x, € X, ¢ x, € X,. Além disso, note que a sequéncia ¢ convergente com lim(x,) =

a = 0. Assim, por defini¢do, esse ponto € ponto aderente de X, ¢ X, .

. n .
Por sua vez, tome a sequéncia convergente (X,) = (—lj, com x, € X, e x, € X,,elim(x,) =a=
n-+

1. Esse também ¢ ponto aderente de X, ¢ X ,.

Por fim, tome a sequéncia (x,) = (—], que tem como limite a = %2, sendo esse ponto aderente de

2n+1
X e X,.

Conjunto fechado - Um conjunto diz-se fechado quando TODO ponto aderente a X pertence a X.

Por exemplo, o conjunto X, = (0,1) néo ¢ fechado, pois ndo contém todos os pontos aderentes. a = 0
e a = 1 sdo aderentes a este conjunto, mas ndo pertencem a ele. Por sua vez, X , = [0,1] € fechado,
pois contém todos os seus pontos aderentes.

Teorema 5 - Um ponto a ¢ aderente ao conjunto X se, e somente se, toda vizinhanga de a contém

algum ponto de X.

Demonstragao. Seja a ponto aderente a X. Como a ¢ ponto aderente de X, esse ponto ¢ limite de
alguma sequéncia convergente, onde x, € X para todo n € N, a = lim(x,). Dada uma vizinhanga V de
a, V=(a—¢g,a+¢), temos pela propria definicdo de sequéncia convergente que para todo n
suficientemente grande x, € V. Como x, € X e também x, € V, V N X # J. Reciprocamente, se toda

vizinhanga de a contém algum ponto de X, podemos escolher em cada intervalo (a — 1/n,a+ 1/n),n €
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N, um ponto x, € X. Entdo, tomando 1/n=¢, temos|xn —a| <1/n=¢, logo a sequéncia (x,) é
convergente e lim(x,) = a e, consequentemente, a ¢ aderente a X.

Teorema 6 — Um conjunto F — R ¢ fechado se, e somente se, seu complemento A =R - F ¢ aberto.

Demonstragao. Seja F fechado, sendo a € A, isto ¢, a ¢ F. Pelo teorema 5, como a ¢ F, existe uma
vizinhan¢a V de a que ndo contém pontos de F, isto ¢, a € V < A. Assim, todo ponto de A ¢ ponto
interior a A e A ¢ um conjunto aberto. Reciprocamente, se o conjunto A ¢ aberto ¢ o ponto a ¢
aderente a F = R - A, entdo toda vizinhanga de a contém pontos de F, logo a ndo ¢ interior a A. Sendo

A aberto, temos a ¢ A, ou seja, a € F. Assim, todo ponto aderente a F pertence a F, e F ¢ fechado.

5. Conjuntos compactos

Um conjunto X < R chama-se compacto quando ¢ limitado e fechado.
Note que esse tipo de conjunto ¢ muito importante para problemas de otimizagdo. Por exemplo, qual ¢

o maximo da fun¢do f(x) = x definida, respectivamente, nos intervalos:
a) ndo limitado (-00,00)?
b) aberto (0, 1)?
¢) compacto [0, 1]?

Note que o maximo da fun¢do nestes intervalos ¢ bem definido somente para o terceiro dentre eles,

que € justamente o conjunto compacto.

Teorema 7 — Um conjunto X — R é compacto se, e somente se, toda sequéncia de pontos em X possui

uma subsequéncia que converge para algum ponto de X.
Demonstracio.

Se X é compacto, ou seja, limitado, logo, por Bolzano-Weierstrass, toda sequéncia cujos pontos
pertencam a X sera necessariamente limitada, portanto, possuird uma subsequéncia convergente.
Como X também ¢ fechado, ele contém todos seus pontos aderentes, e o limite da subsequéncia sera

um ponto de X. Reciprocamente, assuma que X < ‘Rndo é limitado. Neste caso, para cada n € N
poderiamos encontrar x, € X com |xn| >n. A sequéncia (x,) assim obtida ndo possuiria qualquer

subsequéncia limitada, logo ndo teria subsequéncia convergente. Assim, se toda sequéncia de pontos
x, € X possui uma subsequéncia convergente, o conjunto ndo pode ser ilimitado, ou seja, ¢ limitado.
Como toda subsequéncia convergente tem como limite um ponto em X, X contém todos os seus

pontos aderentes e ¢ fechado. Logo X ¢ compacto.

Seja X um conjunto compacto ndo vazio, dado que o conjunto ¢ limitado, existem supX e infX. Dado
que o conjunto ¢ fechado, ele contém todos seus pontos aderentes. Tome uma sequéncia mono6tona

crescente, o limite dessa sequéncia ¢ b = supX € X. Utilizando raciocinio andlogo para uma sequéncia
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monotona decrescente, o limite é a = infX € X. Ou seja, um conjunto compacto contém seu supremo e

seu infimo.

6. Funcodes continuas e teorema de Weierstrass

Problemas de otimizagdo sdo centrais em muitos dos modelos econdmicos. Assim, um ponto
fundamental da analise econdmica ¢ determinar quais s@o os pontos x € X nos quais certa fun¢do real
f:X — ‘R assume seu valor maximo ou seu valor minimo. Para tanto, como primeiro requisito, esses
pontos devem existir. Mas quais sdo as condi¢des que garantem a existéncia de um ponto 6timo? O
teorema de Weierstrass trata exatamente desse assunto. Antes, porém, de discutirmos esse teorema,

apresentamos a definicdo de fungdo continua.

Funcio continua - Uma fungdo /:X — R, definida no conjunto X — ‘R, diz-se continua no ponto a €
X se, sempre que a sequéncia (x,) com x, € X convergir para a, implicar que a sequéncia (f(x,))
também convergird para f{a). Diz-se que f:X — R € uma fun¢do continua quando f é continua em

todos os pontos.

Como vimos, segundo o teorema de Bolzano-Weierstrass, qualquer sequéncia limitada, por exemplo,

contida em um conjunto compacto, tem uma subsequéncia convergente.

Teorema 8 — A imagem f{X) de um conjunto compacto X — R por uma fun¢do continua /i X — R ¢é

um conjunto compacto.

Demonstragao. Dado que X ¢é compacto, sabemos que uma sequéncia (x,) qualquer tem uma
subsequéncia (X,), < n- convergente com limite a € X. Tomando a defini¢do de func¢do continua, sendo
f continua no ponto a, a sequéncia (Yn)n « nv = (f(Xn)) n « n- cOnverge para f{a). Além disso, colocando b
= f(a), temos que b € f{X). Pelo teorema 7, sabemos que um conjunto Y ¢ compacto se, € somente se,
toda sequéncia tem uma subsequéncia que converge para algum ponto de Y. Assim, a imagem f{(X)

tem essa caracteristica e € um conjunto compacto.

Terorema de Weierstrass — Seja /1 X — R continua no conjunto compacto X < R. Existem xo, x; €
X tais que f(x¢) < f(x) < f(x;) para todos xe X.

Demonstragao. Dado que f{X) é compacto, o conjunto possui seu infimo, ou seja, seu elemento de
menor valor ou minimo global, f(x,), e seu supremo, isto ¢, seu elemento de maior valor, f(x;), seu

maximo global.

O teorema de Weierstrass mostra que para que uma fun¢do tenha necessariamente ponto 6timo, ela
deve ser continua e definida em um dominio compacto. Os préoximos trés capitulos discutem pontos

associados com os problemas de otimizagao.
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CAPITULO 8 - OTIMIZACAO NAO CONDICIONADA

Os problemas de otimizagdo, tanto os ndo condicionados como os condicionados, sdo centrais em
teoria economica. S3o muitos os exemplos de aplicagdo da otimizacdo em Economia, tais como
maximiza¢do de utilidade, maximiza¢do de lucro, minimizag¢do de custos, etc. Esse capitulo discute
alguns conceitos tedricos e aplicados da otimizagdo ndo condicionada. Os pontos a serem abordados
seguem a seguinte ordem: i) Otimiza¢do ndo condicionada no célculo de uma variavel; ii) Otimizagdo
ndo condicionada no célculo de varias variaveis: condi¢gdes de primeira ordem; iii) A matriz Hessiana

e o estudo de concavidade de fungdes; iv) Definidade de matrizes; v) Exemplos de otimizacdo ndo

condicionada no R"; vi) Aplicagdo da otimizagdo ndo condicionada no R"; e vii) Conceitos mais
teoricos. Problemas de otimizagdo condicionada sdo apresentados no préximo capitulo. Assume-se
que o leitor tenha conhecimentos relativamente s6lidos em algebra matricial e em calculo de varias

variaveis, pontos ja discutidos em capitulo anteriores.

1. OTIMIZACAO NAO CONDICIONADA NO CALCULO DE UMA VARIAVEL

Este capitulo tem como objetivo principal discutir a otimizagdo ndo condicionada utilizando o célculo
de vérias variaveis. Entretanto, como forma de iniciar essa discussdo, esta secdo apresenta conceitos
associados a esse topico do calculo de uma varidvel, incluindo uma aplicagdo em Economia. O
objetivo € retomar alguns conceitos discutidos em problemas de otimizacdo ndo condicionada no

calculo de uma variavel, que depois serdo uteis nas apresentagdes posteriores.

Inicia-se a apresentacdo com as defini¢des de méximo local, de minimo local e de ponto de inflex3do,
temas normalmente abordados em cursos introdutérios de graduacdo. O diagrama 1 mostra exemplos

desses trés pontos em uma func¢do de terceiro grau.

Um ponto de maximo local ¢ aquele em que a funcdo assume o maior valor dentre todos os pontos na
vizinhanga. O contrério ocorre com o ponto de minimo local, em que a fun¢do assume o menor valor
dentre todos os pontos na vizinhanga. No ponto de inflexdo ocorre uma troca de concavidade, em que

esta passa de convexa para concavo ou vice-versa.
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DIAGRAMA 1
Pontos de maximo, de minimo e de inflexao no R

Yy

Maximo Local

Ponto
de Inflexdo

Minimo Local

Assumindo que as derivadas de 1° e 2" ordem existem, observa-se que a reta tangente, tanto no
maximo como no minimo, ¢ horizontal, o que implica em f”(x) =0, ou seja, os pontos sdo criticos.

Para se determinar se um ponto critico ¢ de maximo ou de minimo, faz-se uso da derivada segunda no

r

estudo da concavidade da func¢do. Note que no ponto de maximo local, a funcdo é concava, ou seja,
f7'(x) £0. No ponto de minimo local, a fungéo é convexa, o que implica em f"'(x) > 0. Além de

maximos e minimos, os pontos criticos podem ser pontos de inflexdo. Entretanto, esse ultimos ndo

necessariamente sdo criticos, como mostra o exemplo do diagrama 1.

A discussdo sobre méximos e minimos locais ¢ resumida a seguir.

Se f'(x,)=0,e:
a) f"'(x,) <0, 0 ponto xy ¢ de maximo local
b) f""(x,) > 0, o ponto x4 ¢ de minimo local

¢) f"'(x,) =0, 0 ponto xy pode ser de maximo local, de minimo local ou nenhum dos dois.

Nesse ultimo caso, temos um ponto de inflexdo, em que ocorre a troca de concavidade na fungao.

Como o objetivo aqui € discutir a otimizacdo ndo condicionada no célculo de varias variaveis, encerra-
se aqui a apresentagdo de conceitos do célculo de uma varidvel. A discussdo tem continuidade com
uma aplicagdo direta desses conceitos em um exemplo de maximizacao de lucro de uma firma.

O diagrama 2 mostra as fung¢des utilizadas nesse exemplo. F'(x), que representa o faturamento da
firma, ¢ definido como F'(x)= px, em que p é o prego de venda e x ¢ a quantidade vendida. Note

que, como p > 0, a funcdo ¢ crescente. A fungdo custo de producdo, C(x), € crescente e convexa, em
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que x representa a quantidade produzida. O lucro ¢ definido por: 7(x)=F(x)—C(x). O ponto de

maximo é um ponto critico dessa fungio: 7'(x) = F"(x)—C'(x)=0.

Como ilustragdo, assuma que F(x)=xe que C(x)=0,2x, como representado no diagrama. A
fungdo lucro ¢, portanto, 77(x)=x—0,2x".

Derivando e igualando a zero, temos:

7'(x)=1-0,6x>=0
x=(5/3)" =~1,29

Como derivada de segunda ordem, temos:

7' (x) =—1,2x <0, pois x > 0, o que implica que o ponto critico ¢ de maximo.

DIAGRAMA 2
Maximizacao de lucro

4
==Faturamento
3 ya
==_usto
& Lucrox 2,5
5 2
o
S~
3 /
f= 1 /
Q
£
e
3 0 T y T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
&< 0O 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 224
-1 -
-2

Preco

2. OTIMIZACAO NAO CONDICIONADA NO CALCULO DE VARIAS VARIAVEIS:
CONDICOES DE PRIMEIRA ORDEM

Como discutido anteriormente para o calculo de uma variavel, os pontos criticos podem ser pontos de
maximo local, de minimo local ou de inflex@o. Para se determinar qual ¢ o tipo de ponto critico, vimos

que devemos fazer o estudo da concavidade da fung¢ao utilizando a derivada segunda.

Para a otimizagdo ndo condicionada no calculo de véarias variaveis, seguimos um raciocinio analogo.
Inicialmente, determinam-se os pontos criticos fazendo uso das derivadas parciais de 1* ordem ou, em

outros termos, das condi¢des de primeira ordem. Esse ¢ o ponto abordado nesta se¢do. Em seguida,
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estuda-se a concavidade da funcdo em cada um dos pontos criticos, ou seja, analisam-se as condi¢des

de segunda ordem, como seré discutido em secdes posteriores.

Em fungdes de uma varidvel, existem trés possibilidades de pontos criticos, como mostrado no
diagrama 1, e isso também ocorre em fungdes de vérias variaveis. Os diagramas 3, 4 e 5 mostram

essas possibilidades, respectivamente, um ponto de maximo, um ponto de minimo e um ponto de sela.
Em fungdes de uma variavel, temos f'(x)=0 nos pontos criticos. No ‘R”, assumindo que as

derivadas parciais existam, elas sdo todas nulas nos pontos criticos.

DIAGRAMA 3
Ponto de maximo no R®

Z F.=0

e

F,=0

o
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DIAGRAMA 4
Ponto de minimo no R®

z
/' F,=0
F.=0 y
X
DIAGRAMA 5
Ponto de sela no R®
Z
F.=0
74 F,=0
y
X

Segue uma defini¢gdo um pouco mais formal sobre o ponto critico em func¢des de varias variaveis.

Ponto critico — Seja F':U — R uma fungéo definida no subconjunto U no R", cuja derivada de 1*

r 4 * S o * . .
ordem ¢ continua. Se x ¢ méaximo local ou minimo local de ¥ em U e se x ¢ um ponto interior de U,

entdo a—F(X*) =0parai=1,.,n
ox;,

A se¢do 6 apresenta exemplos que ilustram esses conceitos € a se¢do 7 apresenta uma aplicacao.
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3. A MATRIZ HESSIANA E O ESTUDO DE CONCAVIDADE DE FUNCOES

Como vimos, em problemas de otimizacdo com o célculo de uma varidvel, normalmente

determinamos se um ponto ¢ de maximo ou de minimo fazendo uso da derivada de segunda ordem. No
R", para diferenciar se um ponto critico ¢ de maximo, de minimo ou ponto de sela, necessitamos das

condigdes de 2* ordem. A discussdo dessas condigdes para o calculo de varias varidveis passa pelo

conceito de matriz Hessiana.

Uma matriz Hessiana de uma funcdo ¢ formada pelas derivadas parciais de segunda ordem. No caos

de uma fungdo de duas variaveis, f(x,)),temos a seguinte matriz:

(S S
He= fﬂ f}y.

No caso de fungdes com mais variaveis, simplesmente acrescentamos linhas e colunas seguindo a

mesma logica de formagao dessa matriz anterior.

Para f'(x,y,z)temos:

fo Sy e
He=|f,. [, [
A

Para fung¢des cujas derivadas de segunda ordem existem e sdo continuas, as matrizes Hessianas sdo

simétricas. Ou seja, nas matrizes acima fxy = fyx, fxz = fz € fzy = fyz,

A matriz Hessiana ¢ muito utilizada no estudo sobre concavidade de fungdes de varias variaveis. Se

essa matriz for:

a) positivamente definida, a fungdo ¢ estritamente convexa;
b) positivamente semidefinida, a fungdo é convexa;
¢) negativamente definida, a funcdo ¢ estritamente concava;
d) negativamente semidefinida, a fun¢do é concava;

e) indefinida, a fungdo ndo é concava, nem convexa.

Portanto, na determinag@o se o ponto critico ¢ de méximo, de minimo ou de sela, temos as condi¢des
de 2%

Condig¢des de 2* ordem — Seja F':U — R uma fungdo cujo dominio é o conjunto aberto U no R" e
cuja derivada segunda é continua. Assume-se que X ¢ um ponto critico, entio, como condigio

suficiente, se a matriz Hessiana for:

o, . . * ;. .
a) positivamente definida, x ¢ ponto de minimo estrito;
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b) negativamente definida, x* é ponto de maximo estrito;

¢) indefinida, x é ponto de sela.

r

Resta saber como definir se uma matriz Hessiana ¢é positivamente definida, positivamente
semidefinida, negativamente definida, negativamente semidefinida ou indefinida, como sera descrito
na secdo seguinte. Na sétima secdo, mostra-se formalmente a relagdo entre definidade de matriz e

determinagdo de ponto critico.

4. DEFINIDADE DE MATRIZES

Esta se¢do discute o conceito de definidade de matrizes. Esse conceito ¢ definido a partir das fungdes
quadraticas. Segue uma defini¢do sobre essas funcdes, e exemplos ilustrativos.
Fungdes quadraticas — Uma fungdo quadratica no R" é uma fungdo de valor real da forma,

O(x), Xy 5000X,) = Zal_jxixj , que pode ser escrita na forma matricial como X' AX, em que 4 ¢
i<j

uma matriz simétrica e X € um vetor ndo-nulo.

Seguem dois exemplos para fungdes quadraticas de duas e trés variaveis.

Exemplo 1 — Dada a fung¢do Q(x, y):a”x2 +a,, yz. Essa fungdo pode ser representada por

. X a, 0
X AX,emque X = e A=

y 0 a,

Exemplo 2 — Dada a fungdo Q(x,y,z) = a,,x° +2a,,xy +2a,,X2 + a,, V" +2a,,yz + a,,z". Essa
X a4y 4
fungdo pode ser representada por X' AX,comX =| y e A=|a, a,, a

Z a3 Ay Ay

Note que as matrizes 4 sdo simétricas, assim como as matrizes Hessianas. Utiliza-se o conceito de

funcdes quadraticas para determinar a definidade da matriz.

Uma matriz simétrica A, x, pode ser classificada da seguinte maneira:

a) seXTAX >0 paratodo X € R™, X # 0, a matriz ¢ positivamente definida;

b) se XTAX > 0 paratodo X € R™, X # 0, a matriz é positivamente semidefinida;

c) seXTAX <0 paratodo X € R™, X # 0, a matriz é negativamente definida;

d) se XTAX < 0 paratodo X € R", X # 0, a matriz é negativamente semidefinida; e

e) se XTAX > 0 paraalguns X € R" e XTMX < 0 para outros X € R", a matriz ¢ indefinida.

Os exemplos numéricos a seguir exemplificam cada uma dessas situagdes.
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A fungio Q(x,y)=x"+y>, com Q(x,y) > Opara todo X # 0no R”. Em formato de matriz, temos

1

a seguinte matriz: A:(O

0
J. Ou seja, pela definigio acima, X' AX >0,essa matriz ¢

positivamente definida.

Para a fungio Q(x,y)=(x+y)’ =x>+2xy+°, temos Q(x,y)>0 para todo X #0no R". Em

formato de matriz, temos que A :( j, X" AX >0,e amatriz 4 é positivamente semidefinida.

De forma similar, a fungio Q(x,y)=-x"—y” <0 para todo X #0noR". Em formato de matriz,

0

-1
temos que A =( 0 J ¢ negativamente definida.

A fungio Q(x,y)=—(x+y)*<0 para todoX #0no SR". Assim, temos que a matriz

-1 -1
A :( | J ¢é negativamente semidefinida.

A fungio Q(x,y)=—x"+y° é positiva para algum X #0no%R" e negativa para outros. Ou seja,
-1 0) . i

A= ¢ indefinida.
0 1

Compare essas cinco matrizes com as respectivas matrizes Hessianas.

~ 2 2 2 O
Para a fun¢do Q(x,y)=x"+y", temos: He = 0 of

2 2
A fungdo O(x,y)=(x+ y)2 =x’ + 2xy + y2 tem como Hessiana: 4 = (2 2).

-2 0
A fungio O(x,y)=—x" —y’ tem como Hessiana a seguinte matriz: He = [ 0 2}

-2 =2
Por fim, para a fungdo Q(x,y) = —(x2 + yz), temos: He :( 5 2}

~ 2 2 =20
Para a fungdo Q(x,y)=—-x"+y", temos: He = o of

Todas as matrizes Hessianas sdo multiplas das anteriormente mostradas. Ou seja, a matriz Hessiana

apresenta a mesma definidade que a matriz da fung¢do quadratica.

Uma vez apresentadas as cinco definicdes e matrizes, resta saber como determinar de que tipo é uma
matriz simétrica, em particular uma Hessiana. Apresentam-se dois métodos, sendo que o primeiro ¢é

baseado nos autovalores da matriz 4. Seguem algumas relagdes entre autovalores e matrizes definidas:
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a) se todos os autovalores de uma matriz forem maiores que zero, a matriz € positivamente
definida;

b) se todos os autovalores forem maiores ou iguais a zero, a matriz € positivamente semidefinida;

c) se todos os autovalores de uma matriz forem menores que zero, a matriz ¢ negativamente
definida;

d) se todos os autovalores forem menores ou iguais a zero, a matriz ¢ negativamente
semidefinida;

e) sealgum dos autovalores for maior que zero e outro menor que zero, a matriz ¢ indefinida.

Nos exemplos acima, partimos da defini¢do de fun¢des quadraticas para determinar a definidade da
matriz. Entretanto, o mais usual é obter a matriz Hessiana de uma fungdo qualquer e determinar a

definidade desta a partir de um método.

20
Por exemplo, os autovalores da matriz Hessiana He = 0 2 sio 4, =2>0e A, =2>0. Ambos

maiores que zero, o que implica que a matriz € positivamente definida.

Além de autovalores, podemos utilizar o conceito de submatriz lider principal para determinar o tipo
de matriz. Em alguns casos é mais simples utilizar um método e em outros a utilizagdo do outro ¢ mais

facil. A secdo 7 mostra a associagdo entre esses métodos.

Seja A uma matriz nXn. Uma submatriz lider principal de ordem k& da matriz A ¢ obtida deletando as
Gltimas n — k linhas e as ultimas n — k colunas da matriz A. Ou seja, para uma matriz 4 existe a

submatriz lider principal de ordem k = 0, que ¢ a propria matriz, a de ordem k = 1, até a de ordem k =

n—1.
O determinante de uma matriz lider principal é denominado menor lider principal.

Seja A uma matriz simétrica nxXn. Entao,

a) a matriz 4 ¢ positivamente definida se, e somente se, todos os menores lideres principais
forem estritamente positivos;

b) a matriz 4 é negativamente definida se, e somente se, todos os menores lideres principais
alternarem o sinal da seguinte forma: |A;| < 0, |4,] > 0, |43] <0, etc., em que A; é a
submatriz lider principal de ordem i;

c) se menores lideres principais diferem de zero e ndo podem ser classificados nas duas letras

anteriores, entdo A € indefinida.

A matriz A também pode ser definida como positivamente semidefinida e negativamente semidefinida
utilizando conceitos similares.
-2 0

0 2/

Como exemplo de aplicagdo desse método, tome, por exemplo, a matriz Hessiana He =
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-2 0
Ela tem como submatriz lider principal de ordem k = 0, a propria matriz Hessiana: A4, = [ j

0 2

A submatriz lider principal de ordem k=1¢ 4, = (— 2), em que a segunda coluna e segunda linha da

matriz anterior foram eliminadas. Os determinantes das mesmas, isto €, os menores lideres principais

sdo respectivamente|4,| = —4 <0 e|4;| = =2 < 0.

Ambos sdo menores que zero, o que implica em uma matriz indefinida.

5. EXEMPLOS DE OTIMIZACAO NAO CONDICIONADA NO R”

Esta secdo apresenta dois exemplos que abordam os conceitos discutidos nas secdes anteriores. O

primeiro deles com uma fun¢do de duas variaveis e o outro para uma fungao de trés variaveis.

Exemplo 1- f(x,y)=x"+2)"

A secéo 2 apresentou as condigdes de 1* ordem da otimizagdo ndo condicionada no R”. No caso

especifico desse problema, temos duas derivadas parciais:

f.=2x
Sy =4y

Igualando ambas a zero, obtemos um tnico ponto critico:
2x=0

4y =0

O ponto critico ¢ (0, 0).

A sec¢do 3 apresentou a matriz Hessiana da fung¢do. No caso desse exemplo, essa tem a seguinte forma:

(fe £ (20
R VA ‘(o 4}

Note que essa matriz ¢ simétrica. Note também que a matriz Hessiana ndo muda para valores distintos

de x e de y, ou seja, a matriz sera definida de forma igual para todos os valores de x e y.
Como discutido na sec¢do 4, deve-se definir qual ¢ a definidade dessa matriz.

Sao pelo menos trés os métodos para se discutir isso. Pela defini¢do de fun¢do quadratica, podemos

X
escrever uma fungio com Z € R?, Z = { , da seguinte forma:
Y

. 20\ x X ) )
Z'MZ=(x y)[0 4j(yj=(x y)(zyjﬂx +4y
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0
Note que Z'MZ >0 para todo Z € R™, tal que Z # o) Ou seja, a matriz M ¢ positivamente

definida.

Pode-se também fazer uso dos autovalores. Como a matriz Hessiana ja ¢ diagonal, temos como
autovalores 4 =2 e A, =4, ambos maiores que zero, indicando que a matriz é positivamente
definida.

Alternativamente, temos que a matriz lider principal de ordem k = 0, que ¢ a propria matriz Hessiana,

2
A4, = 0 4l tem como determinante |A2| =8> 0. Por sua vez, a matriz lider principal de ordem k =
1, 4 =(2),, tem como determinante |A1| =2>0. Ou seja, ambos sdo positivos, indicando que a
matriz é positivamente definida.
Concluindo: a fungdo tem um Unico ponto critico, a matriz Hessiana ¢ a mesma para todos os valores

de x e y, ela ¢ positivamente definida, a fungdo f(x,y)= x2+2 y2 ¢ estritamente convexa em todo o

dominio, o ponto critico ¢ de minimo local, na verdade, minimo global, pois esse ¢ o unico ponto

critico em uma fungdo estritamente convexa.

Exemplo 2 - F(x,y,z)=—x" +3xz+2y—y° —3z".

Seguindo os mesmos passos, inicialmente, determinarmos os pontos criticos. Derivando a fungdo

parcialmente e igualando as derivadas a zero, temos:
F. =-3x*+3z=0

F,=2-2y=0

F =3x-6z=0

Da segunda dessas equagdes, obtemos: y =1.

Isolando z da primeira equagdo e substituindo nas terceira, temos:

z=x"
3x=6z=06x"
x=2x"
x(1-2x)=0

Dai decorre que:

x =0, o que implicaem z=0; ou

x=1/2,e z=1/4.

Obtemos, portanto, dois pontos criticos: (0, 1, 0) e (1/2, 1, 1/4).
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Uma vez obtidos esses pontos, verificamos se eles sdo pontos de maximo, de minimo ou de sela com a

utiliza¢do de matriz Hessiana:

£ (-6x 0 3
f.l=l 0 =2 0
fzx fzy fzz 3 O _6

fo Sy
S

Note que, de forma distinta ao observado no exemplo anterior, a matriz Hessiana depende do valor de
x. Portanto, devem-se substituir os pontos criticos na matriz para determinar a concavidade da fung¢do
no ponto. Como forma de ilustracdo, para o primeiro dos pontos, faz-se uso dos autovalores e, para o

segundo, utiliza-se o conceito de lider principal.

Para o primeiro dos pontos criticos (0, 1, 0), a matriz Hessiana ¢ a seguinte:

0 0 3
He=|0 -2 0
3 0 -6

Os autovalores dessa matriz sdo, respectivamente, 4 =-2<0, A,= —3+3v/2 >0e

A =-3-342<0.0u seja, temos autovalores negativos € um positivo. Portanto, a matriz é

indefinida e o ponto critico ¢ de sela.

Para o segundo dos pontos criticos (1/2, 1,1/4), a matriz Hessiana toma o seguinte formato:

-3 0 3
He=| 0 -2 0
3 0 -6

Utilizando o conceito de matriz lider principal para determinar a definidade, temos:

|4,|=]-3]=-3<0
-3 0
|4,|= =6>0
0 -2
-3 0 3
l4]=[0 -2 0[=18>0
3.0 -6

Ou seja, a matriz ¢ indefinida e o ponto critico ¢ também de sela.
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6. APLICACAO DA OTIMIZACAO NAO CONDICIONADA NO R”

Esta secdo apresenta um exemplo bastante simples de aplicagdo da otimizagdo ndo condicionada no
‘R "em Economia. Assuma que uma firma produz dois produtos, cujas quantidades sdo definidas por x,

€ ), € Cujos precos, e , sdo determinados exogenamente. O objetivo da firma € maximizar o
x y

lucro, assim como no exemplo mostrado na se¢do 1.

Como sdo dois os produtos, a receita ¢ definida como R(x,y)=p,x+p y. Para facilitar a
ilustragdo, assuma que p =10 e p =I18.A funcdo custo de produgio ¢ dada por
C(x,y)=2x"+xy+4y”. Portanto, como lucro, temos: 7(x,y)=10x+18y —(2x” +xp+4y°).
Primeiramente, determinamos os pontos criticos:

7. =10-4x-y=0
7, =18-x-8y=0

Reescrevendo e manipulando:

y=10—-4x

18 —x—8(10-4x)=0
3lx=62

x=2

y=2

Obtém-se, assim, um unico ponto critico (2, 2).

Utiliza-se a matriz Hessiana para verificar se ele é realmente ponto de méximo:

-4 -1
He= A

Dai, temos:
|4,|=33>0;
|4,|=-4<0.

A matriz Hessiana ¢ negativamente definida e o ponto critico ¢ de maximo.
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7. CONCEITOS MAIS TEORICOS

Esta se¢@o apresenta alguns conceitos mais tedricos referentes a pontos discutidos anteriormente. O
objetivo ¢ formalizar parte da apresentacdo das secdes 3 e 4. A discussdo desta se¢do se baseia em
matrizes positivamente definidas. O raciocinio é andlogo para matrizes negativamente definidas e
indefinidas. Primeiro, discutem-se as condi¢des de 2* ordem, tema introduzido na secdo 3 e, em

seguida, relaciona-se autovalores e definidade de matrizes, topico apresentado na se¢do 4.

7.1. Condicoes de 2% ordem

Como vimos na discuss@o das condigdes de 2* ordem, em uma a fun¢do cuja derivada segunda ¢
continua e que tem X como ponto critico, se a matriz Hessiana for positivamente definida em x*, x ¢
ponto de minimo estrito. Segue uma demonstragdo de que o ponto critico x*, no qual a matriz
Hessiana € positivamente definida, é realmente ponto de minimo local. Uma demonstragdo mais

formalmente rigorosa ¢ descrita em Simon ¢ Blume (1994).

~ . ~ P ¥
Escreve-se a funcdo F com uma aproximagdo de Taylor de 2* ordem em torno de x:

F(x"+h)=F(x)+DF(x )h+ %hTD2F(x*)h + R(h), com R(h) — 0 quando & — 0.

Dado que x" é ponto critico, entio DF(x")=0. Além disso, analisando a proximidade do ponto

critico, isto é, i — 0, ficamos com:
* * 1 *
F(x +h)-F(x)= EhTDZF(x Y.

Como F ¢ uma fungio com derivada segunda continua, Q(h) = h" D*F(x")h ¢ continua.

Pela defini¢do de matriz positivamente definida, XT D*F (x*)X > 0 para todo X € R™, X # 0, o que

implicaem F(x" +h)—F(x")>0,ex" éminimo estrito local.

7.2. Definidade de matrizes

Na secdo 4, vimos que uma matriz, cujos autovalores sdo todos positivos, ¢ positivamente definida.

Nesta segdo quer-se mostrar que X' AX >0 implica em A; >0 para todo i, e vice-versa.

Como A4 é uma matriz simétrica, todos os autovalores sdo reais, e a matriz ¢ diagonalizavel. Ou seja,
existe uma matriz P, para a qual P~ existe, tal que P"' 4P = D.No caso particular da matriz

simétrica, P ¢ também uma matriz ortogonal, ou seja, pl=pT,
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Seja X um vetor ndo nulo e Y um vetor tal que PY = X.Dai, temos:

X"AX =(PY)  A(PY)=Y"P"APY =Y" (P" AP)Y =Y"(P"'AP)Y =Y' DY

A4 0 .. 0
0 A 0

=Y’ ’ Y:Zﬂﬁyiz
O o0 .. A

n

Note que, se todos os autovalores forem positivos, ou seja, A; > 0, necessariamente

XT4X = Zﬂi yi2 > (), e a matriz ¢ positivamente definida.

Outra maneira de determinar a definidade de matrizes é através de submatrizes da matriz original.

Segue uma demonstracdo para matrizes pequenas.

Assuma que a matriz seja simétrica e positivamente definida, ou seja, todos os autovalores sdo reais e

positivos.

Para uma matriz 1 x 1: A:(a), temos |A1|=a=21 ,como A, >0, |A1|>0-

a b
Para uma matriz2 x 2, 4 = (b dj’ temos:

|4,| = ad —b* = 2,4, > 0.
Isso implica que:
ad > 0 e, portanto, a,d # 0.
Também implica em tr(4;) = a + d = A, + A, > 0. Ou seja, pelo menos um dos elementos da diagonal

principal tem que ser positivo. Entretanto, note que ad > 0, entdo ambos os elementos sdo positivos.

Dai, também temos:

|Al|:a>0.

Ou seja, A1| > (e também |A2| > 0.
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CAPITULO 9 - OTIMIZACAO CONDICIONADA

Os problemas de otimizac¢do ndo condicionados e condicionados sdo centrais em teoria econémica. A
otimizacdo ndo condicionada foi apresentada no capitulo anterior, que serve de base para o presente
capitulo. Em problemas ndo condicionados, procuram-se determinar maximos e/ou minimos de
fungdes sem qualquer restricdo quanto ao valor que as variaveis podem assumir. Ou seja, determinam-
se quais sdo os pontos criticos da funcdo tendo como possibilidade de escolha todo o dominio da

fungao.

Entretanto, em muitos dos problemas de otimiza¢do em Economia, temos restri¢des, isto &, procuram-
se determinar maximos e minimos da funcdo, sendo que os valores das varidveis estdo sujeitos a um
espaco restrito de todo o dominio da func¢do. Ou seja, os valores das varidveis ndo podem assumir
quaisquer valores no dominio e sim apenas aqueles que satisfazem a interse¢do das restrigdes. S@o
muitos os exemplos de aplica¢des desse tipo de otimizagdo em Economia, tais como maximizagdo da
utilidade sujeita a restricdo orcamentaria, etc. Esse nono capitulo discute justamente problemas de

otimizacdo condicionada.

Um problema tipico de otimizacao condicionada tem o seguinte formato geral:

Maximize f(x,,...,x,)sujeito a h,(x,,..,x,)=be a g,(x,..,x,)<c;, onde f é a funcio
objetiva que estamos otimizando, A sdo as restri¢des de igualdade e g ;» s@o0 a restrigdes

desigualdade.

A resolugdo de problemas de otimizagdo apresenta diferentes metodologias dependendo do
numero de restricdes e se essas sdo de igualdade ou de desigualdade. A discussdo se inicia com a
otimizacdo com restrigdes de igualdade, primeiramente para fungdes de duas varidveis e em
problemas de apenas uma restrigdo. Esses problemas sdo mais simples e servem de base para
discussdes posteriores. Em seguida, discutem-se os problemas com fun¢des com mais varidveis e
mais restricdes de igualdade. Depois sdo discutidos os problemas que também incluem as

restrigoes de desigualdade. Por fim, apresentam-se algumas discussdes complementares.

Os pontos a serem abordados seguem a seguinte ordem: i) Introducdo a otimizagdo condicionada e a
funcdo de Lagrange; ii) Problemas de otimizacdo condicionada com fungdes objetivas de duas
variaveis e uma restricdo de igualdade; iii) Otimizagdo condicionada com mais de uma restricdo de
igualdade; iv) Maximizacdo com restricdes de desigualdade; v) Minimizagcdo com restricdes de
desigualdade; e vi) Topicos adicionais. Assume-se que o leitor tem conhecimento prévio de algebra
linear, de calculo de varias variaveis e de otimizag@o ndo condicionada, pontos discutidos no primeiro,
segundo e oitavo capitulos. Além disso, um conhecimento sobre pontos introdutérios de

microeconomia também ajudam no entendimento deste capitulo.

1. INTRODUCAO A OTIMIZACAO CONDICIONADA E A FUNCAO DE LAGRANGE

Essa sec@o apresenta conceitos introdutdrios da otimizagdo condicionada, em particular a funcdo de
Lagrange, que ¢ uma poderosa ferramenta de resolucdo para problemas de maximizacdo e
minimiza¢do com restri¢gdes, tanto de igualdade como de desigualdade. Para tanto, incialmente,
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discutem-se os problemas de otimizagdo mais simples, que sdo aqueles com fung¢des objetivas de duas

variaveis e uma restri¢cao de igualdade. Esse tipo de problema tem o seguinte formato:
otimize f(x,y)sujeitoa h(x,y)=>b.

Diversos problemas em microeconomia se utilizam desse arcabouco, como a maximizagdo de

utilidade com o consumo de dois bens, como representado no diagrama a seguir.

DIAGRAMA 1
Otimizacdo com restricao de igualdade

Bem 1
i

curva de
indiferenca

ponto de maximo

/

Bem 2
restricado
orcamentaria

Tendo como base esse problema e o diagrama 1, obtém-se a funcdo de Lagrange, que servird de base

para a resolucdo dos problemas condicionados, que ¢ a fun¢do de Lagrange ou Lagrangeano.

Note que no ponto de maximo, X', as inclinagdes da reta da restrigio orgamentéria, que ¢ aqui
genericamente escrita como A(x,y)=b, e da curva de indiferenga, representada por f(x,y)=C,
onde C ¢ uma constante, sdo iguais. Ou seja, a curva tangencia a reta neste ponto.

O Lagrangeano sera obtido a partir dessas inclinagdes. Inicialmente ambas sdo obtidas por derivagao
implicita.

Para a reta, temos:

oh N
—(X
& )
dx

oh , .’
—(X
ay( )

Para a curva de indiferenca, temos:
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o

d_y:_ﬁxX)_

SRS
y

Igualando as duas inclinac¢des, ficamos com:

g . % .
Gx(X):_Gx(X)‘
ay(X) ay(X)

Essa relagdo € reescrita como:

sy Lx
ax()():ay( )
oh

o

= i, onde u ¢é o multiplicador de Lagrange.

oh .
%) 5 )

Note que tanto as derivadas implicitas como essa ultima expressdo so sdo validas se os denominadores

das razdes forem diferentes de zero. Assim, para que toda a discussdo seja valida, necessariamente:
oh,6 + Oh, _.
(—(X ) (X )}t(o,O)-
ox oy

Caso isso ocorra, podemos prosseguir na obten¢do do Lagrangeano. O multiplicador de Lagrange tem
significado econdmico, porém esse ponto ndo ¢ apresentado aqui. Para uma discussdo ver Simon e
Blume (1994).

Manipulando algebricamente as razdes acima, obtemos:
of oh

X)) —pu—(X)=0

ox ox

I xy-uP(xy=0
ay( ) ”ay( )

Note que essas equagdes podem ser reescritas fazendo uso do gradiente:

o - oh .
g;(X) . QZ(X)
F o |40
5] 50

= V(X )=uVh(X").
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Note que essas equagdes garantem que as inclinagdes das fungdes h(x,y)=b e f(x,y)=C sdo
iguais, como mostrado no diagrama. Entretanto, note que até aqui temos duas equacdes e trés
incdgnitas, x, y e y. Necessita-se de outra equacdo para que o sistema tenha solugdo unica. Portanto,
inclui-se uma terceira equagdo, que ¢ a propria restri¢do, #h(x,y)—b =0, pois, assim, garante-se que

. . ~ ~ . . * , . . o~
essas inclinagdes sdo iguais e que o ponto X esta contido na restri¢ao.

De posse dessas trés equagdes, define-se a funcdo Lagrangeana:
L(xaya;u) = f(an’) _,U(h(an/) _b)

Note que as condi¢des de primeira ordem dessa fungdo sdo justamente as trés equagdes do problema

de otimizagao condicionada:

Lo=f(X)~ph(X)=0
L, =f,(X)=ph, (X)=0
L,=—(h(X")-b)=0

Assim, obtém-se um sistema de 3 equagdes e trés incdgnitas e calculam-se os pontos criticos da
fun¢do Lagrangeana. Uma vez obtidos esses pontos, deve-se determinar se eles sdo de maximo, de
minimo ou nenhuma dessas alternativas. Em geral, em problemas de maximizacao, verificamos em
qual dos pontos criticos a fun¢do assume o maior valor. A proéxima se¢do apresenta dois exemplos,
sendo o primeiro genérico e o segundo aplicado. Um procedimento alternativo mais formal, porém
mais trabalhoso, para determinar se um ponto critico ¢ de maximo, de minimo ou nenhum dos dois ¢ a
utiliza¢do das condi¢des de segunda ordem com o uso da matriz hessiana orlada, como discutido na

sexta secdo desse capitulo.
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2. PROBLEMAS DE OTIMIZACAO CONDICIONADA COM FUNCOES OBJETIVAS DE
DUAS VARIAVEIS E UMA RESTRICAO DE IGUALDADE

Essa secdo apresenta um exemplo genérico e outro aplicado de otimizacdo condicionada com fungdes
objetivas de duas varidveis e uma restricdo de igualdade. As se¢des 3, 4 e 5 estendem essa discussdo

para problemas mais sofisticados.
Exemplo genérico — Maximize f(x,y)=x+ y, sujeito a restricio x” + y* =1

Note que o objetivo desse problema ¢ obter o maximo da fungdo f(x,y),sendo que os valores das

variaveis x e y sdo restritos a circunferéncia de raio 1, como determinado na restri¢do. Para resolver

esse problema, inicialmente, escreve-se a restri¢do no formato A(x,y)—b=0:
X +y"—1=0
Depois, monta-se o Lagrangeano do problema:

L(x,y,2) = f(x,y) = A(h(x,y)=b) = x+ y — A(x* + y* -1).

Em seguida, obtém-se as condi¢des de 1 ordem:

L =1-4(12x)=0
L,=1-4(2y)=0
L =—(x"+y’-1)=0

Reescrevem-se essas equagdes da seguinte forma:

1=2xA
1=2y4
x4yt =1

Dado que A # 0, como mostram as duas primeiras equagdes, isola-se — de ambas e iguala-as:

1
—=2x=2y=x=
2 y y

Substituindo essa relagdo na terceira das equagdes, temos:

2x* =1

1
x:i—:
i
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2

Assim, obtemos dois pontos candidatos a maximo: (

s

Substituindo na funcdo objetiva, ficamos com:

O primeiro ponto ¢ o de maximo, pois a fun¢do assume um maior valor neste.

Exemplo aplicado — Um individuo quer maximizar a utilidade de suas férias, cuja fungdo utilidade é
dada por U(x,y) = x° ¥, onde x sdo dias na praia e y sdo dias na montanha. Este tem R$ 1000 reais

para gastar nas férias, cada dia na praia sai por 50 reais e cada dia na montanha custa 100.

Desta forma, a restricdo or¢amentaria € escrita e simplificada como:

50x+100y =1000
x+2y=20
x+2y-20=0

Depois, monta-se a fungdo de Lagrange e obtém-se as condi¢des de primeira ordem:

L(x,y, 1) =x"y — pu(x+2y —20)
L.=2xy—pu=0

2
L,=x"-2u=0
L,=—(x+2-20)=0

Se qualquer das variaveis for nula, a utilidade ¢ zero. Portanto, partindo da observagdo que se ambas
forem positivas, a utilidade também sera, assume-se que no ponto de maximo x e y sdo positivos. Dai

decorre das duas primeiras equagdes que:

Substituindo na terceira das equagdes, temos:
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x+2y=20
X+2=20
2

x=40/3= y=10/3

O individuo ira passar 40/ 3 dias na praia e 10/3 dias na montanha.

3. OTIMIZACAO CONDICIONADA COM MAIS DE UMA RESTRICAO DE IGUALDADE

A secdo 1 apresentou o Lagrangeano a partir de um problema com duas varidveis e uma restricao de

igualdade. Como vimos, essa fun¢do pode ser utilizada quando: (g—h (X *),Z—h(X *)) * (0,0).
X y

Para o caso com n varidveis e m restricdes de igualdade, com m < n, o procedimento ¢ anélogo.

Monta-se o Lagrangeano:

Ly f) = (5ysres,) = 1 Oy (6 s, ) = B) == 11,y (51 0003,) =)

Essa fungdo pode ser utilizada se as condigdes de qualificagdo de restrigdo ndo degenerada sdo
satisfeitas. Como essa verificagdo ¢ mais sofisticada do ponto de vista tedrico, a discussdo ¢é realizada

na secao 6.

Segue um exemplo, onde se assume que essa funcdo pode ser utilizada.

Exemplo — Determine os pontos de maximo e de minimo da funcdo f(x,),z) = xyzsujeita as
restrigdes i, =x" +y°* =le h,=x+z=1.

Seguindo os mesmos passos ja descritos, monta-se o Lagrangeano do problema:

L(X,y,Z,,U],,Uz)=)Q/Z—,ul(x2 +y2 —1)—ﬂ2(x+2—1).

De posse deste, obtém-se cinco equagdes com as condi¢des de 1* ordem que serdo utilizadas para

definir os valores das cinco incognitas:

L. =yz=2xp,— 1, =0
L,=xz-2yu,=0

L =xy—u,=0

L, =—(x*+y"-1)=0
L, ==(x+z-1)=0
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Depois de obtido esse sistema com cinco equagdes e incognitas, basta resolvé-lo. Como os

procedimentos sdo simples, porém tediosos, eles ficam a cargo do leitor.

4. MAXIMIZACAO COM RESTRICOES DE DESIGUALDADE

As secdes anteriores apresentaram problemas de otimizacdo com restrigdes de igualdade. Entretanto,
em muitos dos problemas de otimizagdo em Economia as restricdes de desigualdade aparecem
naturalmente. Por exemplo, em problemas de maximizagdo de utilidade, o consumo de qualquer bem ¢
necessariamente maior ou igual a zero. No exemplo descrito na secdo 2, dado o formato da fungdo
utilidade, os consumos eram todos maiores que zero e a inclusdo das restrigdes de desigualdade ndo
foi necessaria. Entretanto, como veremos em exemplos, dependendo do formato da fung¢do utilidade,

os pontos de maximo podem ser solu¢des de canto com valores nulos para alguma das variaveis.

Para resolver problemas com restri¢cdo de desigualdade usamos uma técnica um pouco mais sofisticada
do que a utilizada para problemas apenas com restricdes de igualdade. Inicialmente, discutimos o
método de resolugdo para um problema de maximiza¢do de uma fun¢do de duas varidveis sujeita a
uma unica restricdo de desigualdade. A resolugdo de problemas mais sofisticados € feita a partir da

extensdo direta dos conceitos discutidos aqui. Portanto, partimos do seguinte problema:
maximize f(x,y)sujeitoa g(x,y)<c.

Para problemas desse tipo temos duas possibilidades. Na primeira delas, o maximo ¢ obtido na
fronteira da restrigdo, g(x,y)=c. Diz-se que a restrigdo ¢ ativa e o problema ¢ exatamente o mesmo
que o discutido nas se¢des anteriores. Alternativamente, o maximo pode ocorrer em um ponto interior

do espago da restri¢do, g(x,y)<c. Diz-se que a restrigdo ¢ ndo ativa.

O diagrama abaixo exemplifica o problema com restricdo ativa. Note que nesse caso o problema ¢

exatamente igual ao observado para uma restricdo de igualdade, ou seja, as inclinagdes da curva e da

reta sdo iguais no ponto de maximo. Portanto, as equagdes de 1* ordem, L_ =Ly =0, continuam

validas. Essas equagdes foram também escritas como Vf(X*) = uVg(X*) na secdo 1. Como essa
relagdo com os gradientes foi obtida com uma restricdo de igualdade, utilizou-se a letra x.No caso
das restricdes de desigualdade, faz-se uma pequena mudanca de nomenclatura para diferenciar os
problemas com restri¢do de igualdade daqueles com restrigdo de desigualdade. Utiliza-se a letra A4

para o multiplicador de Lagrange em vez de y e reescreve-se a relagdo como Vf(X*)=AVg(X*).

Como discutido no segundo capitulo, o gradiente de uma funcdo indica a dire¢do na qual a inclinagdo
da funcdo no ponto é a maxima possivel. Pelo diagrama, observa-se que os gradientes da fungdo
objetiva e da restricdo sdo vetores paralelos no ponto de méximo. Ou seja, ambas as fungdes crescem
de forma mais rapida na mesma dire¢do. Assim, pode-se escrever um gradiente como fun¢do do outro,
desde que um deles seja multiplicado por um parametro positivo. Como conclusdo, temos que para

uma restrigdo ativa, Vf(X*)=AVg(X*) e 1>0.
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DIAGRAMA 2
Otimizagdo com restri¢ao de desigualdade ativa

Bem 1
T

VF

4

<]
aQ

Bem 2

Quando temos uma restri¢do ndo ativa, o0 maximo ocorre no interior do espaco da restricdo, como

mostra o diagrama 3. Ou seja, o problema ¢ similar a maximizagdo ndo condicionada. Isto é, as

derivadas parciais da fungdo objetiva no maximo sdo nulas, f,(X*)= f, (X*)=0,como discutido no

capitulo anterior. Assim, o gradiente da funcdo objetiva toma a seguinte forma no maximo:
VI(X*) = 0 .Dada a relagdo Vf = AVg apresentada acima, como Vg ndo é necessariamente nulo,

devemos ter 4 =0 para que a relagdo seja satisfeita.

Isso indica que se a restri¢do for ndo ativa, como A = 0, pode-se excluir a restrigdo do Lagrangeano. O
problema se torna nao condicionado com relagdo a restri¢do de desigualdade. Note que caso seja esse

o caso, as derivadas parciais do Lagrangeano L =L y = f.=f y = 0, continuam nulas.
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DIAGRAMA 3
Otimizacado com restricdo de desigualdade inativa

Bem 1
4r

curvas de nivel

Bem 2

A tabela a seguir resume toda a discussdo com relacdo as possibilidades de restri¢do ativa e ndo ativa:

TABELA 1
Comparacgao entre restricées ativas e nao ativas

Restricdo z g(x,y)-c L = Ly
Ativa >0 =0 0
Nao ativa =0 <0 0

Concluindo a discussdo metodologica a respeito da maximizagdo condicionada com restrigdo de

desigualdade, inicialmente devem-se obter os pontos que satisfazem a relagdo L =L )= 0, pois essas

condicdes satisfazem as restrigdes ativas e ndo ativas. Em seguida, como ndo sabemos de antemao se a
restricdo € ativa ou ndo, baseados na tabela acima, temos trés equacdes referentes a restrigdo de
desigualdade que devem ser satisfeitas:

120
g(x,y)—c<0
Ag(x,y)—c)=0
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Utilizando essas equagdes, garante-se que ambas as possibilidades estdo sendo analisadas.

Segue um exemplo aplicado de todo esse procedimento, muito similar ao exemplo analisado na se¢do
2.

Um individuo quer maximizar a utilidade de suas férias, cuja funcdo utilidade é dada por
U(x,y)= X+ y, onde x sdo dias na praia e y sdo dias na montanha. Este tem R$ 1000 reais para

gastar nas férias, cada dia na praia sai por 50 reais e cada dia na montanha custa 100.

Note que a restrigdo or¢amentdria ndo mudou: 50x+100y =1000, ou de forma simplificada,
x+2y=20. A funcao utilidade foi ligeiramente mudada. No exemplo anterior a func¢do utilidade era
um produto, onde no ponto de maximo tinhamos x>0 e y >(.Como a fungéo utilidade ¢ neste novo

exemplo representada por uma soma, tanto x como y podem assumir o valor zero em um eventual
maximo, pois essa funcdo pode assumir valores positivos, mesmo que uma das varidveis seja zero.

Assim, incluem-se duas restricdes de desigualdade no problema, x >0 e y >0, pois o nimero de dias

passados em cada localidade ¢ maior ou igual a zero.

O primeiro passo na obtencdo do Lagrange ¢ escrever as restri¢gdes de desigualdade como:
—x<0e—-y<0.

Note que esse ¢ o formato que a restricdo de desigualdade aparece em toda discussdo metodoldgica de

maximizag¢do com esse tipo de restrigao.

Em seguida, monta-se o Lagrangeano:

L(x’ya:uaﬂylaﬂ“z):xz +y—,u(x+2y—20)—/11(—x)—2,2(—y).

Esse problema tem restri¢des de igualdade e de desigualdade, portanto, como forma de diferenciagdo
entre elas no Lagrangeano, para as primeiras ¢ incluido o multiplicador de Lagrange representado por

M e para as segundas, A .

Inicialmente o problema se resolve como os descritos nas secdes anteriores com os problemas com

restricdo de igualdade:

L =2x—u+4,=0
L,=1-2u+2,=0
L,=—(x+2y-20)=0

Note que para a restrigdo de igualdade, obtém-se a derivada parcial com relagdo a x. Entretanto, para

as restrigdes de desigualdade, o processo ¢ totalmente diferente. Para cada uma das restrigdes,

escrevem-se as trés equagoes descritas anteriormente, que foram baseadas na tabela 1.

134



Crash Course em Matemdtica para Economistas 1: Algebra Linear —- CEDEPLAR/UFMG — TD 539(2016)

Assim, ficamos com seis equagdes, trés para cada uma das restrigdes:

4=0 x>0 Ax=0
4,20 y=0 Ay=0

A resolucdo do problema passa, portanto, por essas nove equacdes. Reescrevem-se as trés primeiras de

forma que ndo tenham sinais negativos, pois isso facilita a interpretacdo das mesmas:

2x+ A4 =u
1+4,=2u
x+2y=20

Depois se verifica se existe um numero isolado nas duas primeiras, pois isso também facilita a
obten¢do do ponto de méximo condicionado. Note que na segunda equagdo aparece o numero 1 de

forma isolada. Parte-se da constatagdo 6bvia que 1> 0.

Como A, >0, temos:
1+ 4, >0.

Dai resulta que: 244> 0, >0, 2x+ A, >0.

Como A,x = 0,temos:

x>0ou 4 >0.
1)Se A, >0:

como A x=0,x=0.

Dai, temos:

2y=20
y=10

Substituindo o ponto encontrado na fung¢do utilidade, temos:
U(0,10)=10

Esse ¢ o primeiro candidato a maximo. Em seguida, verificamos os outros candidatos para definirmos

qual é o ponto de méximo condicionado.
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2)Se x>0:

como Ax=0, 4, =0.
2x=u

x=pu/2

Neste ponto do problema temos mais de um caminho a seguir. Deve-se, portanto, fazer hipoteses. Por
exemplo, como »>0(,temos: >0 ou y=0.Note que outras hipoteses podem ser feitas e o

resultado final de maximizagdo é o mesmo.

2a)Se y=0:
x=20

Substituindo o ponto na fun¢ado utilidade:
U(20,0) =400

Esse ¢ o segundo candidato a méximo. Como o valor da utilidade deste ¢ maior do que no candidato

anterior, ficamos com esse momentaneamente e descartarmos o primeiro.

2b)Se y>0:
como A4,y=0, 4, =0.
Entdo:
1=2u
1
4=y
1

ngzz.
l+2y:20
4

~80-1_79

8 8
o(L2) LD s

4°8) 16 8 16

Esse ¢ o terceiro candidato a maximo e como ele ¢ inferior ao anterior, ele ¢ descartado. O ponto de

maximo ¢, portanto, (20,0). O individuo ir4 passar todo o tempo na praia, 20 dias no total.
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5. MINIMIZACAO COM RESTRICOES DE DESIGUALDADE

O processo utilizado para a minimizagdo com restricdes de desigualdade ¢ similar ao descrito para
maximizagdo, com apenas uma pequena modificacdo. Diferentemente dos problemas de maximizagao,

onde as restrigdes de desigualdade sdo escritas no formato g(x,y)—c <0 quando inseridas no
Lagrangeano, nos problemas de minimizagdo essas sdo escritas no formato g(x,y)—c>0. Segue

uma ilustracdo sobre as diferencas entre os problemas de maximizagao e de minimizagao.
Por exemplo, em um problema de maximizagdo da utilidade, U(x, y’), assuma para efeitos ilustrativos
que a restricdo or¢camentaria ¢ de desigualdade, g(x,y)—c<0. Em um problema similar, pode-se

minimizar os gastos orgamentarios, g(x,y), sujeitos a uma utilidade minima U(x,y)—c>0.0

importante aqui €é notar que no problema de maximizagcdo a restricdo ¢ escrita no formato

g(x,y)—c<0,e no problema de minimizagéo essa ¢ escrita como U(x, y)—c > 0.

Segue o mesmo exemplo aplicado apresentado na se¢do anterior, mas agora em um formato de

minimizagdo dos gastos or¢amentarios.

Um individuo quer minimizar seus gastos sabendo que cada dia na praia sai por 50 reais e cada dia na
montanha custa 100. A utilidade de suas férias é dada por U(x,y)=x"+y, sendo que seu nivel

minimo de utilidade demandada é 100.

Ou seja, essa restri¢io de utilidade minima é escrita como x* + y—1002= 0. Novamente, incluem-se
as restri¢des de desigualdade no problema, x>0 e y >0, pois o individuo pode minimizar os custos

ficando apena na praia ou apenas na montanha. Note que todas as restri¢des ja estdo no formato para

serem incorporadas ao Lagrangeano.

Em seguida, monta-se essa fungao:
L(x,y, i, 2, 4,) = 50x +100y = 4, (x + y =100) = 2, (x) = 4,(»).
Note que sdo trés restricdes de desigualdade. Obtém-se as equagdes para a resolugdo do problema.

L, =50-2x% 1, =0
L,=100~4 2 =0

A4 20 x> +y-100>0 A,(x* +y-100)=0
A 20 x>0 Ax=0
4,20 =0 A,y=0

Novamente, reescrevem-se as duas primeiras equacdes eliminando os sinais negativos:
50=2xA4+4,
100=4, + 4,
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Esse problema deve ser resolvido a partir dessas tltimas 11 equagdes. A questdo &, por onde comegar?
Devem-se fazer hipoteses e existem inumeras possibilidades que chegardo ao mesmo resultado final.

Uma boa opgdo € partir de A,, pois esse termo aparece nas duas ultimas equagdes.

1)Se 4, =0:
A, =50
A, =100

Como A,x=0e A,y=0,tem-seque: x=0¢ y=0.

Ie . ~ 2 ~ , . . .
Porém, caso isso ocorra, a equagdo x~+)y—100>0 ndo ¢é satisfeita. Assim, descarta-se essa

possibilidade, pois todas as 11 equacdes acima devem ser satisfeitas no ponto de minimo.
Entdo 4 >0:

Como A, (x*+y—100)=0, tem-se que:
x* +y=100.

Até aqui temos um caminho unico. Por onde continuar? De novo, temos diferentes caminhos e

continuamos com hipéteses para A4, >0:

A)Se A, >0:

Como A,x =0, tem-se que x =0, o que resultaem y =100.
Dai, temos que o custo das férias,

C(x,y)=50x+100y,nesse ponto é:
C(0,100) =10000.

Esse ¢ o primeiro candidato a minimo. Vejamos os demais.

B)Se 4, =0:
50=2x4,

Dai, temos que x > 0, e nada mais sabemos. Vamos entdo ter quer fazer outra hipotese, lembrando

que j& estamos em uma hipotese inicial.
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Bl)Se A4, >0:

tem-se que y =0, o que resulta em x =10.

Obtém-se um segundo ponto (10, 0), cujo custo é:

C(10,0) = 500.

Esse ¢ o segundo candidato a minimo e como ele é muito mais barato que o anterior, ficamos

momentaneamente com ele e descartamos o primeiro.

B2)Se A4, =0:
50=2x4,
100= 4,

1
Dai, obtemos o valor de x = —.

Sabendo que x” + y =100, temos:

y:lOO_L:@

16 16
11599 _@+159900
4’ 16 4 16

Esse ¢ o terceiro candidato a minimo e como ele ¢ muito mais caro que o anterior, ficamos

definitivamente com o ponto de minimo nos custos das férias (10,0). Ou seja, 10 dias na praia.

6. TOPICOS ADICIONAIS

Essa ultima se¢@o do capitulo apresenta dois topicos adicionais que enriquecem a discussdo anterior,
mas que nao sdo imprescindiveis na maioria dos problemas aplicados. O primeiro deles ¢ referente as
condigdes de segunda ordem para problemas condicionados. Como vimos anteriormente, muitos dos
problemas com restrigdes sdo resolvidos sem que seja necessaria a utilizagdo dessas condi¢des. O
segundo topico abordado ¢ uma discussdo um pouco mais teérica sobre a qualificacdo da restricdo ndo

degenerada, indicando as condigdes necessarias para o uso do Lagrangeano.

6.1. Otimizacgao condicionada: condicdes de segunda ordem
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Como discutido no capitulo anterior, quando discutimos as condigdes de 2* ordem para problemas ndo
condicionados, utilizamos a matriz hessiana. Para problemas condicionados, de forma relativamente
similar, utiliza-se a matriz hessiana orlada.

A apresentacdo dessa matriz sera feita a partir do exemplo genérico apresentado na secdo dois:
maximize f(x,y)= x+ y, sujeito a restri¢io x” + y* =1.

O Lagrangeano ¢ L(x,y,A)=x+y—A(x>+y>—1),e foram obtidos dois pontos a partir das

s

2 2

condi¢des de primeira ordem: ( 5 - ==

Esses pontos podem ser analisados a partir das condigdes de segunda ordem com a matriz hessiana
orlada. Por brevidade, analisa-se apenas o primeiro desses pontos, que, como ja sabemos, ¢ ponto de

maximo. A matriz hessiana orlada tem o seguinte formato:

oh Oh

o o

He , .. = % 82_L L
re L ox ox® oxoy
oh 90°L 0L

5 O0yox 8)/_2

No caso desse exemplo, ficamos com:

0 2x 2y
He, ,..=|2x =24 0
2y 0 =24

Utilizando a relagdo descrita na segdo 2, obtém-se o valor de 4 para o ponto especifico.

l=2x
A
1 1 2
l:—:—:_
2x A2 2

Dai, substituindo na matriz, temos:

0 V2 2
He,y 4, = V2. -2 0
V20 -2

140



Crash Course em Matemdtica para Economistas 1: Algebra Linear —- CEDEPLAR/UFMG — TD 539(2016)

Como analisar essa matriz?
Seja a matriz hessiana orlada com n varidveis e k restricdes. Cheque os sinais dos determinantes das
ultimas n - k submatrizes, ou seja, cheque os sinais dos # - kK menores lideres principais:
1) Se o determinante da matriz orlada tem o mesmo sinal que(—1)" e os sinais dos
determinantes das submatrizes se alternam, entdo, o ponto ¢ de maximo.
ii) Se o determinante da matriz orlada tem o mesmo sinal que (—1)" e os sinais dos

determinantes das submatrizes sdo iguais a este primeiro, entdo, o ponto é de minimo.
1ii) Se essas relagdes sdo violadas por determinantes ndo nulos, o ponto ndo ¢ de maximo

nem de minimo.

No caso desse exemplo temos n = 2 variaveis e k = 1 restrigoes e deve-se verificarn - k=2 -1=1,

um unico determinante, que ¢ o de toda matriz hessiana orlada:

0 2 2
V2 -2 0 [=44250
V20 -2

Verifica-se que a primeira hipotese ¢ a verdadeira e o ponto ¢ de maximo. Seguindo esse mesmo

procedimento pode-se verificar o outro ponto critico.

A generalizacdo dessa matriz para problemas com mais varidveis e restrigdes ¢ direta. Segue o

exemplo apresentado na sec¢do 3, que tem o seguinte Lagrangeano:

L(xayazaﬂl,ﬂz)ZXyZ—,Ll,(xz +y2 —1)—/,12(X+Z—1).

O primeiro passo ¢ obter a matriz hessiana orlada para o problema com trés variaveis e duas restrigdes:

o o T h ah
ox oy 0z
0 o P W | g o a2 2y o
ox oy 0z 0 0 | 0 |
oh, oh, oL oL &L
He = o ox o oxdy  oxoz | 20 b =2m 2 yh
oh, oh, L oL oL| | 0z 2y x
5 oy Oxdy oy° Oyoz 0 1T 'y x 0
oh, oh, L oL &L
0z 0z Ox0z Oyoz 0z’

De posse dos pontos obtidos com as condi¢des de 1* ordem pelo sistema 5 x 5 apresentado na segdo 3,

obtém-se uma matriz 5 x 5 para cada deles. Em seguida, calcula-se o determinante de uma matriz, pois
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sdo trés variaveis, n = 3, e duas restrigdes, k =2, n - k=3 —2 =1, ou seja, toda a matriz 5 x 5, e

segue-se a mesma regra ja enunciada.

6.2. Qualificacio da restricdo nio degenerada

Quando discutimos a obtencdo da funcdo de Lagrange para o problema com duas varidveis e uma

restricdo de igualdade, vimos que para que essa fungdo exista, necessariamente:
Oh .« Oh, .«
(—(X ) (X )}t(o,O)-
ox oy

No caso de mais restricoes de igualdade, a obtencdo da qualificagdo da restrigdo ndo degenerada
(NDCQ na sigla em inglés), indicando que o Lagrangeano pode ser usado, é obtida de forma analoga,

utilizando a matriz Jacobiana:

oh, oh, | .
(X .. X
axl( ) ax,,( )
Dh(X")=
oh, = . oh, . .
ox. (X) . (X))

n

Primeiro, deve-se ter m < m, ou seja, o numero de restrigdes de igualdade deve ser menor que o
numero de varidveis. Além disso, o posto da matriz deve ser maximo, isto ¢, igual a m, e diz-se que a
matriz satisfaz NDCQ.

Se essa matriz tem posto maximo, as linhas sdo independentes e ndo podem ser escritas como fungao

das demais. Ou seja, a condicdo NDCQ implica que:

Oh, , oh *
1 X m X
ox, X OX, X 0
1 e +.ta, #| ... |, com ,...,a, nao todos nulos.
Oh, oh *
— (X m(X 0
o) )

Caso isso seja verdadeiro, quer-se mostrar que o Lagrangeano pode ser utilizado. Ou seja, que ¢ valida

a expressdo:
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of , o« Oh, .« oh .

—— (X — (X (X

o ) 2 ) 0| (o
(2) af... — U, _— - = U, — = ...

(X — (X m (X" 0

SOl FaC o )

Vejamos como relacionar essas duas expressoes.

Faca f(X') = C, e considere o sistema:

J(X*%)=C,
hl(X*) = Cl
h,(X*)=C,

, . * , ~ . ~ o~
Sabe-se que o ponto de maximo, X, € solucdo do sistema formado pelas m equagdes das restri¢des,

pois esse ponto ¢ obtido pela interse¢d@o dos mesmos.

Pense que em um sistema que também inclua a primeira dessas equacdes e também assuma que Cy, ..,

Cn s0 varidveis exdgenas. Esse novo sistema tem a seguinte matriz Jacobiana (m + 1) x n:

of o .
Y xy . YLx
le( ) axn( )
oh . oh .
Ihxy o Dx
o () 0
oh . oh .
nexty .o Dnx
X g0

Assuma que essa ultima matriz tem posto méximo igual a m + /. Se ela tem posto maximo, as linhas
sdo independentes e temos uma nova solucdo obtida a partir da perturbagdo de Cy para Cy + ¢ com ¢ >
0. Assim, as ultimas m equagdes do sistema estdo satisfeitas, bem como a primeira. Entretanto, vemos
que a nova solugio com o sistema perturbado X~ ¢é tal que /(X' ) > f{X ), uma vez que Cy + ¢ > Cj.

. * r . -
Isso contradiz o fato que X ¢ ponto de méximo no conjunto das restrigoes.

Assim, conclui-se que a matriz acima ndo tem posto maximo e as linhas ndo sdo independentes.

Portanto, pode-se escrevé-las como:
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of oh,

—(x) —((x) (x)
ox, ox, ox, 0
3 « +a, +..ta, =l..|, com @,,a,..,c, nio todos
of Oh, . oh, . .
—(x) —(x) (x)| \0
ox, ox, ox,
nulos.
Comparando essa expressdo com (1), verifica-se que necessariamente o # 0. Define-se p1, = —%
0

e reescreve-se a relacdo (3) exatamente como (2). Assim, temos uma demonstragdo que podemos usar
o Lagrangeano em problemas de otimizacdo com multiplas restrigdes de igualdade se a matriz

Jacobiana com as restri¢des tiver posto maximo.

Como exemplo de aplicag@o dessa discussdo, utiliza-se o exemplo mostrado na secdo trés, com o problema
S L _— 2 2

de maximizagdo de f'(x,y,z) = xyz sujeito as restrigdes i, =x" +y" =le h,=x+z=1.

O primeiro passo ¢ determinar se as restricdes sdo qualificadas. Obtemos, assim, a matriz Jacobiana

das mesmas e verificamos se a matriz tem posto maximo.

%(X*) %(X*) %(X*)
Dh(x") = ox oy oz (2x 2y O
| Oh, . Oh,, .. Oh, .| 1 0 1)
—X) 2WX) 2W)

Oox oy 0z

Essa matriz ndo terd posto maximo somente se x = 0 e y = 0. Entretanto, esse ponto ndo pertence a /; e
esta fora da intersecdo das restricdes. Ou seja, no espago de restrigdes do problema de otimiza¢ao dado
pela intersecdo de h; e hy, no ponto de maximo X* x e y ndo podem ser zero simultaneamente.

Portanto, as restrigdes sdo qualificadas e o Lagrangeano pode ser utilizado.

Note que para restrigdes de desigualdade a condigdo NDCQ ¢ a mesma que a observada acima para as
restrigoes de igualdade, porém se leva em conta apenas as restri¢des ativas, uma vez que as demais sao
ndo ativas e ndo interferem no problema de otimizagao.

Por exemplo, no problema j& descrito na secdo 4, onde um individuo quer maximizar
U(x,y) =x" +y sujeito as restrigdes x+2y =20, x>0 e y>0. O ponto de maximo foi obtido em
(20,0). Portanto, entre essas restri¢des e usando o ponto de maximo, depreende-se que a primeira ¢ de

igualdade, a segunda ¢ ndo ativa e a terceira ¢ ativa. Dai, temos como matriz Jacobiana, onde a

segunda restri¢do ndo ¢ incluida:

. 2
Dh(x )= matriz de posto maximo.
01/
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CAPITULO 10 - FUNCOES CONCAVAS E FUNCOES QUASE CONCAVAS

O capitulo discute as fungdes concavas e convexas, ¢ também as fungdes quase cOncavas e quase
convexas, sendo que todas elas aparecem regularmente em problemas econdmicos, como na
otimizacdo ndo condicionada, na andlise de riscos e na teoria microeconémica. Entretanto, antes de
discutirmos os conceitos referentes a essas fungdes, devem-se introduzir alguns conceitos iniciais
referentes as fun¢des homogéneas, as transformagdes monotonicas, as caracteristicas ordinais e
cardinais e os conjuntos convexos, que servirdo de base para a discussdo posterior. Em seguida,
discutem-se as fungdes concavas, quase concavas e pseudoconcavas. Para tanto, o capitulo foi dividido
em seis secdes: i) Fungdes homogéneas, transformagdes monotdnicas e propriedades ordinais e
cardinais; ii) Conjuntos convexos; iii) Fun¢des concavas e funcgdes convexas; iv) Propriedades de
funcgdes concavas; e v) Fungdes quase concavas. Assume-se que o leitor tenha conhecimentos sélidos
em algebra linear, em céalculo de varias variaveis, e em otimizagdo ndo condicionada e condicionada,
temas discutidos em capitulo anteriores. Além disso, o leitor deve ter conhecimentos bésicos de

microeconomia.

1. Fungdes homogéneas, transformacdoes monoténicas e propriedades ordinais e cardinais.
Esta se¢do apresenta os conceitos de fungdes homogéneas, de transformagdes monotdnicas e de
propriedades ordinais e cardinais, conceitos estes utilizados nas discussdes posteriores sobre fungdes

concavas.

As fungdes homogéneas aparecem naturalmente em muitos problemas econdmicos, como em fungdes
de utilidade e fungdes de produgdo. Por exemplo, nas fungdes de producdo Q(L,K)szK 23
O(L,K)=LK e Q(L,K)=LK", que sdo respectivamente fungdes homogéneas de grau 1,2 e 3.

Uma funcido homogénea de grau k ¢é aquela que satisfaz a seguinte relacdo:

F(tx,ytx,) = t* F(X,,..., X,).

Note que para a funcao O(L,K)=L"K*", temos:
O(tL,tK) = (tL)"* (tK)*"” =t(L'°K**)=tQ(L,K). Ou seja, como ja enunciado, essa fungdo é
homogénea de grau 1.

Um polindmio serd uma fun¢do homogénea se todos seus mondémios forem de mesmo grau. Por
exemplo, a fungdo f(x,y)=xy +x°+x yi1 ¢ homogénea de grau 2, pois todos os mondmios sao
desse grau, enquanto  f'(x,y)=xy+ xndo ¢ homogénea, porque existem mondmios de diferentes

graus.

Outro conceito que serd utilizado na discussdo posterior sobre fungdes concavas e quase concavas € o

de transformag¢do monotonica. Tome uma fungdo estritamente crescente g:/ — R, em que / < R.
Por exemplo, as fungdes g (x)=x+1, g,(x)=¢", g,(x)=Inx e g,(x)=x?, sendo que para as

duas tltimas / =R".
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Diz-se que g:/ — ‘R ¢ uma transformagdo monotonica de I. Além disso, pode-se também aplicar
uma transformagdo monotdnica em fungdes. Seja U = U(x,,...,x, )uma fungdo real de n variaveis,

entdo goU(x,,...,X, )¢ uma transformagdo monotonica de U.

Como exemplo, tome uma fungdo de utilidade homogénea de grau 2, U(x,y)=xy,e as
transformacdes monotdnicas descritas acima. Quando essas transformagdes sdo aplicadas a essa

funcdo obtemos respectivamente as seguintes funcdes: V1 (x, y) =xy+ 1, v, (x,y)=e",

V,(x,y)=In(xy) e V,(x,y)=x"y>. Note que as trés primeiras sdo ndo homogéneas e a ultima ¢

homogénea de grau 4. Ou seja, uma transformag¢do monoténica de uma fun¢do homogénea ndo
necessariamente gera uma fun¢do homogénea, isto ¢, a propriedade de homogeneidade ndo ¢ mantida
por qualquer transformagdo monotonica.

De posse desses conceitos, define-se 0 que ¢ uma caracteristica ordinal e o que ¢ uma caracteristica
cardinal. Uma caracteristica ¢ ordinal se toda transformagdo monotonica preserva essa caracteristica.
Caso contrario, a caracteristica € cardinal.

Por exemplo, a homogeneidade de fun¢des ndo € ordinal, pois ndo necessariamente ¢ uma propriedade
mantida por uma transformac¢do monotdnica. Portanto, a homogeneidade ¢ uma propriedade cardinal.

Segue um exemplo de propriedade ordinal. Dadas duas curvas de indiferenca de U =U(x, ), tais
que U(x,,y,)>U(x,,y,)- Note que, quando se faz qualquer transformagéo monotdnica nessa fungdo
de utilidade, isso implica em V(x,,y,)>V(x,,y,). Isto € a ordem de preferéncia definida pela

funcdo de utilidade ¢ preservada por uma transformag@o monotdnica, ou seja, essa ¢ uma caracteristica
ordinal.

2. Conjuntos convexos

O conceito de conjunto convexo € utilizado em muitas defini¢des que sdo diretamente aplicadas a
modelos econdmicos, como os conceitos de funcdo concava e de funcdo convexa, apresentados
posteriormente. Note que ndo se deve confundir uma fun¢do convexa com um conjunto convexo, eles
sdo conceitos totalmente distintos. Segue uma defini¢ao desse ultimo.

Um conjunto X' < R" é convexo se ax+ (1—ar)x’e X sempre que x,x'€ Xe a € X[0,1].

Como exemplo seguem duas aplicacdes da teoria microecondmica. Por simplicidade de visualizagdo,
se expressa o conjunto X em diagramas no R

O diagrama 1 representa uma restricdo orgamentaria e duas cestas de bens quaisquer (x,,y,) € Xe
(x,,»,) € X, que podem se adquiridas sujeitas a essa restrigdo. Note que uma média ponderada das

cestas, a(x,,y,)+(l—a)(x,,y,)€ X,também pode ser adquirida sujeita & mesma restrigio

orcamentaria.
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DIAGRAMA 1

Restricao or¢camentaria

Bem 2

(x1;y1)

(x23y2)

Bem 1

O diagrama 2 representa uma curva de indiferenca e determina um conjunto tal que a utilidade ¢ igual

ou superior ao valor da utilidade determinada pela curva de indiferenga: U(x,y)2>U,. Definem-se
duas cestas de bens pertencentes a esse conjunto: U(x,,y,)=2U, ¢ U(x,,y,)=U,. Note que uma

média ponderada das duas cestas também pertence ao conjunto: Ula/(x,,y,)+(1—a)(x,,y,)]1=U,.

Note por esses diagramas que a defini¢do de conjuntos convexos pode ser descrita como: sempre que

dois pontos pertencerem a um conjunto convexo, a reta que liga os mesmos também pertencera.

DIAGRAMA 2

Conjunto definido acima de uma curva de indiferenca de uma funcio concava

Bem 2

(x2;y2)

Uo

Bem 1
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3. Fungdes concavas e fun¢des convexas

Aqui serdo apresentados alguns conceitos sobre fungdes concavas e funcdes convexas. Em geral,
discutem-se pontos referentes somente as primeiras, uma vez que o raciocinio ¢ andlogo para as
segundas. Segue, portanto, a defini¢do de funcdo concava. Para convexo, basta trocar o sinal de > pelo

de <.

Uma fungdo de valor real definida em um conjunto convexo X < R"é concava se, para todo

X,y € Xeparatodo  €[0,1], temos: flay+(1—a)x]>af (y)+(1—a) f(x).

Uma interpretacdo geométrica dessa definicdo de fungdo concava € bastante util. Segue um diagrama
2 5 A o . .
no R°. Os valores da fun¢do concava em qualquer ponto entre x e y sdo iguais ou superiores a reta com

os pontos da média ponderada dos dois pontos da fungdo f(x)e f(y).

DIAGRAMA 3

Funcio concava

-f(y) o

-f(x) P

Segue outra interpretacdo geométrica que utiliza os conceitos de fung¢do codncava e de conjunto

convexo. Por simplicidade, novamente se utiliza um diagrama no Uma fungdo € concava se, e

somente se, o conjunto definido abaixo do grafico for convexo.
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DIAGRAMA 4

Funcio concava e conjunto convexo

(x2;y2)

(x1;y1)

Acima foi definida a fun¢do concava e foram descritas interpretagdes geométricas para essa definicao.
Podem-se utilizar também critérios do célculo para definir se uma fun¢do ¢ concava ou ndo. Vejamos
inicialmente no R e, em seguida, o raciocinio sera generalizado para o R".

Teorema 1 — Seja f uma funcdo definida no intervalo cuja derivada primeira é continua.

Entdo f'¢ concava se, e somente se, f())— f(x)< f'(x)(y —x)paratodo x,y € X.

Note que a relagdo apresentada no diagrama pode ser escrita para (y—x)>0, como

VASORWAC)

< f7(x). Antes da prova do teorema ¢ mostrado um diagrama com essa relago.
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DIAGRAMA §

Critério do calculo para a funcio concava

Prova do teorema 1- Parte-se da defini¢cdo de funcao concava:
flay+(1-a)x]zaf (y)+(1-a) f(x),onde a €[0,1].

Rescreve-se o termo a esquerda como a(f(y)— f(x))+ f(x) e o da direita como f[x+a(y—x)].

Assim, essa relagdo se torna:
a(f(M—-f))+ (D)< f(x+a(y—x)).

Reescrevendo essa ultima relacao, temos:

_ ftra(y-x)-f(x) _ fx+ay—x)-f(x)
J)-f)< " =

a(r—x) (y=x).

Tomando o limite ¢ — 0, temos:

FO) = f ) <limLEHEW=NZT@) (),
a0 a(y—x)

Ou seja, se a defini¢do de fungdo concava for satisfeita, a relacdo do célculo proposta também sera.
Reciprocamente, assumindo que a relagdo proposta no teorema ¢  satisfeita,

F(»)— f(x)< f(x)(y —x), fazemos as seguintes mudangas de variavel, y=xe x=(1—-a)x+ay.

Assim, obtemos:

J@-f(-a)x+ay) < f (1 -a)x+ay)(x—((1-a)x +ay)) =—of (1= a)x +ay))(y —x).
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De forma analoga, mas somente com a mudanga x=(l-a@)x+ay, obtemos:

JO)-fd-a)x+ap) < f{(-a)x+ay)(y = ((-a)x+ay)) =(1-a) [ (1= a)x +ay))(y —x).

Multiplicando a primeira das expressdes por (1 —¢) e a segunda por ¢ e somando as duas, obtemos:

fly+(1-a)x]zof (y)+(1-a) f(x).
A generalizag@o do teorema acima para fungdes de varias varidveis ¢ direta:

Teorema 2 — Seja F uma fungdo definida no conjunto convexo U < R”,cujas derivadas parciais de
primeira ordem sdo continuas. Entdo F ¢ concava se, e somente se, F(y)— F(x) < DF(x)(y —x)
paratodo x,y eU.

Esse teorema permite escrever o seguinte corolario:

Corolario 1 - Dada uma fungdo convexa, cujas derivadas parciais de primeira ordem sdo continuas,

definida no conjunto convexo U cR".Seja x, eU,entdo DF(x,)(y—x,)<0 implica em

F(y)< F(x,). Seisso ocorre para todo y € U,x é ponto de maximo global.

Esse corolario mostra a relagdo direta entre fungdes cOncavas e a otimizagdo ndo condicionada

discutida no oitavo capitulo. Seja f concava e definida em um subconjunto X —‘R", aberto e
convexo. Se x, ¢ ponto critico, ele ¢ ponto de maximo, pois se DF(x,)=0, F(y) < F(x,) para todo

yeU.

Também como vimos nesse capitulo, pode-se estudar a concavidade de func¢des a partir da matriz

hessiana.

Teorema 3 — Seja fuma fungdo definida em um subconjunto convexo de X < R". Assumindo que
as derivadas de segunda ordem sdo continuas, f é concava se, € somente se, a matriz hessiana for

negativamente semidefinida para todo x € U.

Prova — Dados x e y, pontos arbitririo de U. Defina g (@)= f(ay+(1-a)x),como mostra o

diagrama 6.

DIAGRAMA 6

Segmento de uma funcio concava
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F(x.y)

gxy()

(x1 ;y13
(x2;y2)

Sabe-se que uma fun¢do é concava se, e somente se, toda a restricdo da mesma em um segmento de
linha for uma fungéo concava de uma variavel. Entdo f'sera concava se, e somente se, toda g () for

2
concava. Isso equivale a dizer que

5 &, () <0, em todo segmento de linha.
PERES

Reescreve-se g (&) e deriva-se:

g (@)= fla(y-x)+x)

d
—g, ——(z)(y, —x;), em que z ¢ um ponto arbitrario em U.
Jo S (@)= ;ax()(y >

i

Derivando novamente:

o 2gxy( a) = ZZ (Z)(y,—X)(y,—X)

jlll

3 n.on ~ 62f
- Zz(y/ xj) axiaxj

j=1 =1

—x)= (=0 D f(2)(y—x)= A" D* f(2) 4.

Como vimos no oitavo capitulo, se D? f ¢ negativamente semidefinida entdo, por definicdo,

2
ATDZf(Z)A <0 o que implica dda2 gy () <0.

Assim, g (a)é concava paratodo x,y €U e, consequentemente, ftambém ¢é concava.

2

d
az gx,y (a) S 0'

Reciprocamente, assuma que f'seja concava. Como /¢ concava, temos
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Dado que U ¢ aberto, pois as derivas de segunda ordem existem para todo x € U, existe 7, > 0 tal que y

=z + tyv, onde z é um ponto arbitrario em U e v é uma diregdo arbitraria no R".

Entio: %g (0)=(y—2)" D*f(2)(y—2) = (1) D> £(2)(t9) = (1, "1 D* £ (2] <O

Ouseja, v/ D* f(z)v<0 e D’ f(z)é negativamente semidefinida para todo z em U.

4. Propriedades de fung¢des concavas

As funcdes concavas (e convexas) tém varias propriedades que as tornam muito Uteis em Economia.

Citam-se trés delas.

1. Uma fun¢do concava multiplicada por uma constante positiva continua sendo concava. Se a
multiplicacdo for feita por uma constante negativa, ela passa a ser convexa.

Demonstra¢do — Partindo da defini¢do de fungdo concava, flay+(1—a)x]>af (y)+(1—-a)f(x),

multiplica-se a fung@o por uma constante positiva, b , temos:
b’ floy+(1-a)x]z ab’ f(y) +(1=a)b” f (x).
Trocando b* f(.) por g(.), obtém-se novamente a definigao de fungdo concava, mas para g(.)

2. Meédias ponderadas de fungdes concavas sdo concavas. Ou seja, se a,b>0e f(x) e g(x)

forem concavas, entdo af (x)+bg(x) também ¢é concava.

Esse fato tem aplicagdo direta em Economia. Dada uma funcdo de bem estar social
W(x,X,,...X,) ZZaiui (X;,X,,...,X,), em que x; sd0 os bens consumidos, u; sdo as utilidades

individuais e a; s3o constantes ndo negativas. Se as fung¢des de utilidades individuais forem concavas,

isso implica em uma funcdo de bem estar social também cdncava.

3. Fungdes concavas tém curvas de nivel que limitam por baixo conjuntos convexos.

Sejam x e y pontos pertences ao subconjunto delimitado por baixo pela curva de nivel de uma fungao

concava, f(x)= f(x,) ¢ f(¥)=f(x,), como ji exemplificado pelo diagrama 2. Entdo, por

defini¢do de fun¢do concava, temos:

floax+(1-ay) 2 of (x)+(1=a) f(¥) 2 of (x,) + (1 =) f (%)) = [ ()
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Ou seja, dados dois pontos quaisquer x e y pertencentes ao subconjunto delimitado por baixo por uma

curva de nivel de uma fungdo concava, o ponto ax+(1—qy)também pertence ao conjunto e o

conjunto € convexo.

5. Fungdes quase cOncavas

As fungdes quase cOncavas sdo obtidas a partir de uma transformacdo monotoénica de fungdes

concavas. Segue um exemplo. A funcdo de producdo com elasticidade de substituigdo constante
1

(CES), O(x,y)=(ax" + azy”)ﬂ, com r € (0,l)e a,,a, >0, ¢ quase concava. Vejamos como que

essa fungdo € obtida a partir de uma transformagao monotdénica de uma fungdo concava.

Note que x" e y"sdo concavas, pois x,y>0 e r € (0,1). Como as constantes sdo positivas,
: ~ : r r r ~ A ’ .
a,,a, >0,como vimos na se¢do anterior, ¢,x' ¢ a,y também sdo concavas. Além disso, a soma de

fungdes concavas é concava. Assim, conclui-se que f(x,y)=a,x" +a,y ¢ concava. Dada uma
x A JA . R
transformagdo monoténica z > z/”, obtemos ((x,y),que é quase concava.

Como vimos na primeira se¢do deste capitulo, existem propriedades ordinais e cardinais. Como

r

apresentado, a ordem de preferéncia entre curvas de indiferenca é uma propriedade ordinal e ¢

preservada em transformagdes monotdnicas.

De maneira distinta, a propriedade de concavidade ¢ uma propriedade cardinal, ou seja, pode ndo ser

preservada por uma transforma¢do monotonica. Por exemplo, uma reta f(x)=x ¢ uma fungdo
concava (e também convexa). Faga uma transformagao monoténica da reta com a fungdo g(x)=e" e,

assim, obtém-se g( f(x))=e", que ¢ uma fungdo convexa. Concluindo, uma fung¢do concava ao
sofrer uma transformag¢do monotdnica pode perder a propriedade de concavidade.
Diferentemente da propriedade de concavidade que € cardinal, a quase concavidade ¢ uma propriedade

ordinal, ou seja, uma funcdo quase concava que sofre uma transformacdo monotdnica continua sendo

uma fung¢do quase concava. Por exemplo, parte-se de uma fungdo concava, f(x,y),que sofre uma

transformagdo monoténica z > g(z)e transforma-se em uma quase concava.

Se essa nova funcdo sofrer uma segunda transforma¢do monotonica z > A(z), pode-se representar

todo o processo como uma unica transforma¢do monotonica, incluindo as duas funcdes anteriores de
forma composta z+> ho g(z). Essa tltima ¢ aplicada a fungdo concava original, f(x,y),e tem
como resultado uma fungdo quase concava. Ou seja, uma fungdo quase concava que sofre uma
transformacdo monotdnica continua sendo quase concava, e a propriedade de quase concavidade ¢

ordinal.

J4 vimos como obter uma fun¢do quase concava a partir de uma céncava. Segue uma definicdo de

funcdes quase concavas.
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Uma fungdo definida em um subconjunto convexo U < R"" é quase cOncava se para todo nimero

real a e x,yeU, quando f(x)>a e f(y)=a implica em f(ax+(1—ay))=a para todo

a €[0,1]. Ou seja, o conjunto C; ={x € U; f(x) > a} éum conjunto convexo.

Dessa defini¢do resulta que, para todo « €[0,1] e para qualquer x,yeU, f(x)= f(y)implica
flox+(-a)) 2 f(¥)-

Note que a aplicagdo desse conceito na teoria microecondmica ¢ direta, como sera descrito em maiores

detalhes no fim dessa segao.

De posse das defini¢des acima, se afirma que toda func¢do concava € quase concava, mas a reciproca

ndo ¢ verdadeira. Ou seja, as fungdes concavas sdo um subconjunto das fun¢des quase concavas.

Prova — Partimos da defini¢do de fungdo concava, f(ax+(1—ay))>af (x)+(1—a) f(y).
Seja f(x)> f(v), e assim temos:

flax+(-ay)2of () +(1-a)f(¥)2of () +A=a) f(¥) = f(¥).

Essa ¢ uma das defini¢des de funcdo quase concava. Assim, demonstrou-se que toda funcdo concava ¢

também quase concava.

Contrariamente, partimos de uma das defini¢des de quase concava:
S(x) = f(y) implica f(ax+(1-ap))2 f(y)-
Assim, se f(x) > f())temos:

flax+(-ay) 2 f(¥)=af N +A-a) f(N) <f () +(1-a) f(»)-

Note que dados os sinais das desigualdades, o argumento ¢ inconcluso. Ou seja, ndo necessariamente

uma fungdo quase concava serd uma fung¢ao concava.

Seguem dois exemplos de fungdes quase concavas que ndo sdo concavas. Basta partir de uma fungédo
cdncava e realizar uma transforma¢do monotonica em que a propriedade de concavidade ndo seja

preservada.

Exemplo 1 — Note que uma reta f{x) = x é uma funcdo cdncava e, portanto, como toda fungdo
concava, ela é também quase concava. Seguindo o exemplo ja descrito, dada uma transformagao
monotonica z > e”, obtém-se a fungdo /(x) = ¢'. Essa fungdo é uma fungdo quase concava, mas nao
¢ concava, na verdade é convexa.

Exemplo 2 — Seja f(x) = Inx para x > 0, que ¢ uma func¢do concava e, portanto, quase concava. Dada

2
~ . r ~ 2 r A r ~ r
uma transformagdo linear z > e” ,obtém-se a fungdo A(x) = x°, que é quase concava, porém, ndo é

cOncava.
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Assim como foi feito para fungdes concavas, existem critérios do calculo para definir se uma funcao ¢

quase cOncava.

Assuma que F seja uma fung¢do definida em um conjunto aberto convexo U < ‘R”, cujas derivadas
primeiras sdo continuas. Se F for quase concava, entdo F'(y) > F(x)implica em DF(x)(y—x)>0.

Se a fungdo for quase convexa, entdo F'(y) < F(x)implicaem DF(x)(y —x)<0.
Prova para func¢des quase cdncavas — Assuma que F seja quase concava e que F'()) > F(x). Entio,

por defini¢do de quase concava, F(ax+(1—ay))> F(x).

Assim, temos que para € (0,1]:

Flax+(-ap)-F() |
a

F(ox+(1-ay)) - F(x)
a(y—x)

(y—x)=0.

Tomando o limite & — 0, ficamos com: DF(x)(y —x) > 0.

Note que a reciproca também ¢ verdadeira. Entretanto, em vez de uma prova formal, seguem dois

exemplos.

Exemplo 1 - A fungdo f(x)=e" tem derivada positiva, f'(x) =e* > 0. Note que se f(y)> f(x)
implica em y > x. Ouseja, f(y)> f(x)implicaem f’(x)(y —x)=0.

Exemplo 2 — A fungdo f(x)=x’ também tem derivada positiva, f”(x)=3x" >0. Note que se

f(y)= f(x), também temos y —x > 0,0 que implicaem f”(x)(y —x)>0.

Vimos na primeira secdo do capitulo que a ordem de preferéncia entre duas cestas de bens ¢
preservada por uma transformagdo monotdnica. Vimos na se¢do anterior que curvas de nivel de
funcdes concavas limitam por baixo conjuntos convexos. Nesta secdo, vimos que uma fungdo concava
que sobre uma transformag¢do monotonica se transforma em uma funcdo quase concava. Esses trés
pontos em conjunto indicam que curvas de nivel de funcdes quase codncavas limitam por baixo
conjuntos convexos, como descrito na primeira forma de defini¢do de fungdes quase concavas. Esse
ponto ¢ particularmente relevante em muitos problemas de microeconomia, em que podemos ter, por
exemplo, funcdes de utilidade quase concavas cujas curvas de indiferenca limitam inferiormente

conjuntos convexos.
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